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If people do not believe that mathematics is simple, it is only because they do not
realize how complicated life is.
Mr Bean

Vorab:

Der Vorkurs Informatik ist ein Angebot der Technischen Fakultéit (kurz TechFak) der Univer-
sitdt Bielefeld. Es richtet sich an Studierende eines Informatikstudiengangs der TechFak (al-
so Informatik, Naturwissenschaftliche Informatik (NWTI), Bioinformatik und Genomforschung
(BIG) und Kognitive Informatik (KOI)) vor dem ersten Semester. Die Teilnahme ist frei-
willig.

Da ein Informatikstudium gute mathematische Kenntnisse verlangt sowie Programmierkennt-
nisse, empfiehlt sich eine Teilnahme, um diese Kenntnisse aufzufrischen oder zu verbessern.
Der Vorkurs hat daher einen Matheteil (9.9.-13.9.2019 und 23.9.-27.9.2019) und einen Infor-
matikteil (16.9.-20.9.2019).

An den Leser:

Mathematik hat mehr mit Kénnen zu tun als mit Wissen. Ohne Aufgaben zu bearbeiten
lernt man nichts. Es gibt in diesem Skript Aufgaben (leicht bis mittelschwer, werden live
in den Tutorien bearbeitet) und Hausaufgaben (mittelschwer bis schwer, werden in der
Mittagspause/zu Hause/im Zug... selbstindig bearbeitet und am néchsten Tag in den Tutorien
besprochen), die der Nachbereitung und Festigung des Behandelten dienen.

Die ersten 8 Kapitel dieses Skripts decken die Themen der zwei Wochen des Vorkurses ab.
Kapitel 9 und 10 enthalten Bonusmaterial. Die den Kapiteln vorangestellten Zitate sind alle
echt, nur die angegebene Zuweisung ist gelogen.

Dank:

Dieses Skript beruht in Teilen auf dem von Lars Scheele vom Mathematikteil des Vorkurs
Informatik 2007 der TechFak.

Dieser Kurs ist seit 2013 eine Mafinahme im Rahmen des Programms “richtig einsteigen” der
Universitét Bielefeld.



1 Das Handwerk: Notation und Rechentricks

Mathematik ist eine basisdemokratische Wissenschaft. Es gibt keine Geheimnisse,
jeder kann eine logische Argumentation nachvollziehen.
Kim Jong Un

Mathematik ist vieles: Werkzeug, abstrakte Wissenschaft, Knobelei, Suche nach Mustern...
nicht zuletzt ist Mathematik eine Sprache. In dieser Sprache lassen sich viele natiirliche
Phénomene formulieren. Grandioses Beispiel ist die Physik; die Entwicklung der Physik und
der Mathematik gingen Hand in Hand. Heute wird Mathematik auch zunehmend wichtiger in
vielen anderen Disziplinen, etwa Biologie oder Soziologie. Besonders wichtig ist die Mathema-
tik in der Informatik. Es ist nicht iibertrieben zu sagen, dass die Mathematik die Mutter der
Informatik ist. Der Vater — oder die andere Mutter — ist die Elektrotechnik, ein Fach, in dem
Physik eine grofle Rolle spielt und somit auch Mathematik. Viele Gesetze der Physik lassen
sich am einfachsten in der Sprache der Mathematik ausdriicken. Wir fangen an mit einigen
Elementen dieser Sprache.

1.1 Mengen und Zahlbereiche

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Papst Franziskus

Eine Menge ist ein grundlegendes Konzept in der Mathematik. Darunter versteht man einfach
eine Zusammenfassung von Dingen (den Elementen) zu einem Ganzen. Allgemein werden in
der Mathematik zur Beschreibung von Mengen geschweifte Klammern benutzt: { und }. (Bei
Programmiersprachen ist das dagegen sehr verschieden. In haskell, das ihr im ersten Semester
kennenlernen werdet, benutzt man fiir Mengen etwa | und |.) Eine Menge ist also z.B.

M :={1,2,34,42} oder A := {Hund, Katze, Maus}

Dabei heifit das := soviel wie “Wird definiert als”. Die Elemente der ersten Menge M sind
also 1, 2, 34 und 42, die Elemente der zweiten Menge sind Hund, Katze und Maus. Das kann
man kurz schreiben als 1 € M, 2 € M usw bzw Hund € A usw. Will man sagen “ist nicht
Element” so schreibt man ¢. Also ist etwa 5 ¢ M. Wichtig ist die leere Menge, die kein
Element enthélt. Die kann man so schreiben: {}, aber 6fter wird die so: @ geschrieben.

Die Reihenfolge spielt in einer Menge iibrigens keine Rolle, es ist also {1,2,3} = {3,2,1} =
{2,3,1} usw. Will man die Reihenfolge beachten, so benutzt man meistens runde Klammern,
also z.B. (1,2,3) Dann ist (1,2,3) # (3,2,1).

Im Folgenden soll die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,4,...} mit N bezeichnet wer-
den. Dabei wird stillschweigend davon ausgegangen, dass 0 ¢ N. Die Menge der natiirlichen
Zahlen mit 0 soll mit Ny bezeichnet werden. Die Menge aller ganzen Zahlen, also die Menge
{...,=2,-1,0,1,2,3,...} soll mit Z bezeichnet werden.

Um noch komplexere Mengen zu beschreiben gibt es die folgende Notation:

{ Platzhalter fiir Objekte (oft mit "Datentyp”) | Bedingungen an Objekte }



Die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen wird damit etwa so geschrieben: {n € N|n gerade };
die Menge aller ganzen Zahlen, die grofler als -10 sind, so: {n € Z|n > —10}. Hier heifit >
soviel wie “ist grofler als”, < heifit “ist kleiner als”. Analog heiffit > soviel wie “ist gréfler oder
gleich”, < heif}t “ist kleiner oder gleich”. Also gilt etwa 3 > 2, 5 < 1000 oder auch 7 < 7 und
7 > 7 (aber nicht 7 > 7). Genau so konnte man die geraden natiirlichen Zahlen schreiben
als {2-n|n € N}. Die Menge aller geraden ganzen Zahlen aufler 6 kann man so schreiben:
{2-n|n € Z,n # 3}. Dabei heifit # “ist ungleich”. Die Menge aller Briiche aus ganzen Zahlen
kann man so schreiben: {£ | k,n € Z,n # 0}. Diese Zahlen heifen rationale Zahlen, und die
Menge der rationalen Zahlen bezeichnet man auch kurz mit Q.

Im Folgenden wird in den Beispielen die Menge der reellen Zahlen (geschrieben R) eine wichtige
Rolle spielen. Diese Menge wird spéter vielleicht noch genauer eingefiihrt; fiir viele Zwecke
reicht es, sich auf Intuition oder Schulwissen zu verlassen. (Es ist OK sich die reellen Zahlen
als Punkte auf einer unendlichen Geraden vorzustellen, jeder Punkt entspricht einer Zahl.
Oder aber alle Zahlen, die ich als Dezimalzahlen mit beliebig vielen — auch unendlich vielen!
— Nachkommastellen schreiben kann). Bestimmte wichtige Teilmengen von R werden wie folgt
notiert:

Ri:={reR|z>0}; R\{0}:={reR|z#0}; R":={zrecR|z>0}.

Hier erkldren wir auch Intervalle: Ein Abschnitt der reellen Zahlen, jeweils mit oder ohne
Randwert. Formal:

[a,b] :={z e R|a<z<b}, Ja,b={zreR|a<z<b}

Das erste, also [a, b, heifit abgeschlossenes Intervall, das zweite, ]a, b[ heifit offenes Intervall.
Statt ]a, b schreibt man auch oft (a,b). Analog gibt es die halboffenen Intervalle

[a,b={z €eR|a <z <b}, Ja,b:={reRla<z<b}

So ist etwa das Intervall [—1; 2[ (oder auch [—1,2) die Menge aller reellen Zahlen zwischen —1
und 2, ohne die 2, aber inklusive der —1.

Fiir Mengen méchte man noch weitere Zeichen erklaren. Der Schnitt zweier Mengen A, B ist
ANB:={zx|x € Aund z € B}.

Die Vereinigung zweier Mengen ist
AUB :={z|x € Aoder z € B}.

Die Differenz (“A ohne B”) zweier Mengen ist
A\ B:={z|z € Aund = ¢ B}.

Fir A :={0,2,4,6,8,10} und B := {1,2,3,4,5} ist also

ANB:= {24}, AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,8,10}, A\ B :={0,6,8,10}.
FEin anderes Beispiel mit Intervallen:

[0,2]N]1, 3[=]1, 2], [0, 2]U]1, 3]= [0, 3], [0,2]\]1, 3[= [0, 1].



Auflerdem gibt es noch eine Notationen dafiir, dass eine Menge in einer anderen enthalten ist:
Falls alle Elemente aus der Menge A auch in der Menge B liegen, so schreibt man A C B (“A
ist Teilmenge von B”). Das kann man auch umdrehen: A O B heifit, dass B Teilmenge von
A ist. Die entsprechenden Symbole durchgestrichen heifit, dass das jeweils nicht der Fall ist.
A ¢ B heifit also, dass A nicht Teilmenge von B ist. Beispiele dazu: {1,2,3,4,5} ¢ {1,2, 3},
oder [0,2] ¢]1, 3], und auch umgekehrt [0,2] 2|1, 3].

Aufgabe 1.0 Was ergeben sich hier fiir Intervalle?

[—1,1]U][0,2], [-1,1]N]0,2], [-1,1]N]0,2[, ([-2,0]\[0,2])N[-3,0], [-2,0]\ (]0,2] N[-3,0]).

1.2 Stenographie mit Sigma und Pi

(Aus einem IQ-Test) Fiigen Sie zu den Zahlenreihen diejenige Zahl zu, die logisch folgen
miisste:

1,1,2,3,5,8,7
1,3,6,10,?
65536, 256, 16, ?

Bei dieser Art Tests geht es darum, ein System zu erkennen, das der Zahlenreihe zugrunde liegt.
Das Erkennen eines solchen Systems wird gemeinhin als “intelligentes Verhalten” gedeutet —
aber wie verhélt es sich mit der Logik? Schauen wir uns diese Zahlenreihe an:

3,5,7,7

FEinerseits konnte man sagen, die néchste Zahl sei die 9 und dann kdme 11, 13, 15 — der
Abstand betrigt jeweils 2. Andererseits stehen dort die ersten drei ungeraden Primzahlen, so
dass man diese Reihe auch mit 11, 13, 17 fortsetzen konnte.

Keine der beiden Begriindungen hat logisch gesehen Vorrang vor der anderen. Kein System ist
“besser” oder “naheliegender” als das andere. (Man kann sogar mathematisch begriinden, dass
die néchste Zahl immer 19 ist, egal wie die Zahlenreihe aussieht. Das kénnen wir hier aber
nicht ausfiihren, dazu brauchen wir erst etwas — nein, viel — mehr mathematische Kenntnisse;
siehe Carl E. Lindholm: “Mathematics made difficult”, 1972.)

Hier noch ein vielleicht etwas abstruses Beispiel. Die folgende Reihe von Buchstaben soll
“logisch” fortgesetzt werden:
M,D,M,D,?,?77

Eine Moéglichkeit wére natiirlich die Folgende:
M, D,M,D,M,D, M
FEine ganz andere Art sieht so aus:
M,D,M,D,F,S,S

Hierbei interpretiert man die Buchstaben als die Anfangsbuchstaben der Wochentage Montag,
Dienstag, Mittwoch und Donnerstag — worauf dann natiirlich “logischerweise” Freitag, Samstag
und Sonntag folgen.



Auch wenn dieses Beispiel nicht ganz ernst gemeint ist, verdeutlicht es doch ein grundlegendes
Dilemma: wie kann man solche Zahlenfolgen, mit denen man es auch in der Mathematik zu
tun hat, platzsparend aufschreiben ohne in die “Mehrdeutigkeitsfalle” zu tappen? Nehmen wir
mal an, wir mochten die Summe der ersten 10 ungeraden Zahlen bilden:

1+34+5+7+9+11+13+15+ 17+ 19 =100

(Wer’s nicht glaubt, rechnet es nach.)
Wenn es dann nicht mehr die ersten 10, sondern die ersten 30 (oder 500) ungeraden Zahlen
sind, moéchte man die Notation vielleicht etwas abkiirzen. Aber eine Schreibweise wie

1+34+54---+19 =100

hat es in sich, wie wir gesehen haben — woher kann man sicher sein, dass der Leser des Textes
nicht ein anderes System findet und benutzt? Wie kann man deutlich machen, dass man in
dieser Summe wirklich alle ungeraden Zahlen haben mo6chte und zum Beispiel nicht nur die
Primzahlen?

Die Losung liegt in der Benutzung einer besonderen Notation, die das Problem in den Griff
bekommt und alle Mehrdeutigkeiten beseitigt. Man schreibt zum Beispiel fiir die obige Summe

10

> (2k — 1) = 100

k=1

Das sieht auf den ersten Blick verwirrend aus (Wo kommt der Buchstabe k her?), aber ist
ungemein praktisch. Das Zeichen ist ein griechischer Buchstabe, ein grofles Sigma (X). Es soll
an S wie Summe erinnern. Der Laufindex k wird eingefiihrt und soll bei 1 beginnend alle
ganzen Zahlen bis einschliefilich 10 durchlaufen. (In der Informatik kennt man das als for-
Schleife mit Zahlvariable k).

Fiir jeden ganzzahligen Wert von k wird der Ausdruck hinter dem 3 berechnet. Alle diese
Ausdriicke werden dann aufaddiert.

Es wird sofort deutlich, dass die obige Formulierung tatséichlich das Gewiinschte leistet. Fir
k = 1ist der Klammerausdruck gleich 1 und jedes Mal, wenn k um eines grofler wird, vergroflert
sich der nichste Summand um 2, es werden also die ungeraden Zahlen durchlaufen. Fiir £ = 10
kommt man beim letzten Summanden 19 an.

Hier zeigt sich ein weiterer Vorteil der Notation: nehmen wir mal an, dass wir uns nicht
festlegen wollen, bis wohin unsere Summe geht, sondern einfach eine natiirliche Zahl n € N
wéhlen und die Summe der ersten n ungeraden Zahlen bilden moéchten. Dann schreiben wir

einfach
n

> 2k -1)

k=1
und erhalten das Gewiinschte, ganz gleich ob n = 10 oder n = 500 ist. Spéter werden wir
zeigen, dass der Wert dieser Summe stets n? ist.

Analog zum Summenzeichen Y verwendet man auch ein Zeichen, um Produkte zu bilden.
Sollen die Ausdriicke (statt “mathematischer Ausdriicke” sagt man kurz “Terme”) miteinander
multipliziert werden, verwendet man ein grofies Pi (II). Das Produkt der ersten n natiirlichen



Zahlen (n! sprich: “n Fakultit.”) kann also wie folgt geschrieben werden:

n

n!:Hi (1)

=1

Wenn klar ist, iber welchen Ausdruck zu summieren bzw. multiplizieren ist, werden die Klam-
mern oft fortgelassen.

Es gibt noch eine wichtige Konvention: taucht ein Summenzeichen auf, das keine Summanden
enthélt, so wird dies die “leere Summe” genannt und bekommt per Definition den Wert 0. Dies
macht Sinn, weil 0 das “neutrale Element” der Addition ist — die Addition einer 0 &ndert den
Wert einer Summe nicht.

Analog wird das “leere Produkt” als 1 definiert, da bei der Multiplikation die 1 das neutrale
Element ist. Als Konsequenz erhalten wir:

Aufgabe 1.1. Berechne die folgenden Summen und Produkte:

(]~
—~
oy

[\

|
=

7 4 3 6
> (54) X > @2n+1) [k
k=3

k=3 7=5 i=—3 n=—1

6 g0 3 1 10 ] 1 0 i 0 i
> > I+l [Ii+ I1 I1
a=0 m=—1 1=8 k=1 k=0
29:10 Zgjloi ]g[ (n® +n) ]2[ m
=0 =0 n=-—1 n=1

1.3 Definition, Lemma, Satz, Beweis

Seit Jahrhunderten (eigentlich seit Euklid, siehe wikipedia) benutzen mathematische Texte
einen strengen logischen Aufbau mit einer bestimmten Schreibweise aus wenigen Bausteinen:
Definition, Satz, Beweis... So werden auch die Mathematikvorlesungen strukturiert sein, und
— oft weniger strikt — auch Informatik- oder Physikvorlesungen. Am Anfang stehen oft eine
Definition (oder mehrere). Als wir oben die Fakultét einer natiirlichen Zahl definiert haben,
hétten wir das auch mittels dieser Schreibweise so schreiben kénnen.

n
Definition 1.1. Die Fakultét einer Zahl n € N ist definiert als n! = ] ¢
i=1

Ein zentrales Resultat hat den Namen Satz (oder Theorem). Ein Beispiel ist Satz im
néchsten Abschnitt. Hinter dem Satz steht oft der Beweis. Am Ende des Beweises schrieb man
frither oft qed oder QED (lateinisch fiir quod erat demonstrandum). Heute schreibt man oft
einfacher [J. Auch das sieht man im nichsten Abschnitt hinter Satz [1.21

Ein Lemma, eine Proposition oder ein Hilfssatz sind kleinere Ergebnisse, die oft vorberei-
tend dem Beweis eines Satzes dienen. Ein Korollar ist eine Folgerung. Eine etwas andere Rolle
hat eine Vermutung: das ist eine Aussage, die (noch) nicht bewiesen ist. In der Mathematik
aduflert man nicht leichtfertig Vermutungen. Manchmal l&sst man sich aber hinreilen. Eine der
wichtigsten unbewiesenen Vermutungen ist die vor ca 150 Jahren aufgestellte Riemannsche



Vermutung. Was die genau besagt wiirde den Rahmen dieses Skripts sprengen. Aber wer sie
beweist wird garantiert berithmt.

Auflerdem braucht man, wie wir spater sehen werden, viele verschiedene Buchstaben als Platz-
halter fiir Funktionen, Variablen, Vektoren, Laufindizes... Da reichen die lateinischen Buch-
staben (also die unseres normalen Alphabets) oft nicht aus. Ein Trick ist, die Buchstaben mit
Strichen, Balken usw zu verzieren: x ist dann etwas anderes als 2/, und etwas anderes als 7,
und etwas anderes als  usw. Daneben benutzt man oft tiefgestellte Indizes: z( ist was ande-
res als xo usw. Das reicht oft immer noch nicht. Daher benutzt man neben den lateinischen
Buchstaben noch griechische:

« alpha € epsilon | kK kappa | ¢ xi T tau | w omega
8 beta ¢ zeta A lambda | 7 pi @ phi
v gamma | 77 eta B my 0,0 rtho x chi
0 delta ¥ theta v ny o sigma | ¢ psi

I' GAMMA | © THETA
A DELTA A LAMBDA

XI| ¥ SIGMA | ¥ PSI
® PHI Q OMEGA

=
;-U
—

Friither waren in der Mathematik auch deutsche Schreibschriftbuchstaben in Benutzung, das ist
auer Mode geraten. Ich selbst finde es schon, kyrillische (russische) Buchstaben als Variablen
zu benutzen: Sei IIl C N und & € III. Das hat sich aber noch nicht durchgesetzt.

1.4 Indexverschiebung und Summanden einzeln schreiben
Indexverschiebung

Kommen wir nun zu einem etwas formaleren Aspekt der Notation mit Summen- bzw. Produkt-
zeichen. Dabei soll im Folgenden nur das Summenzeichen betrachtet werden, die Uberlegungen
fiir das Produktzeichen laufen vollig analog.

Ausgangspunkt dieser Uberlegung ist, dass die Wahl des Bereiches, die unsere Zahlvariable
durchléuft etwas willkiirlich ist. Das folgende Beispiel soll das illustrieren:

4 5
Dk+1)?=22432+42+5° =) &
k=1 k=2

Es ist offensichtlich, dass beide Notationen mit dem Summenzeichen die gleiche Summe mei-
nen. Der Unterschied besteht darin, dass der Laufindex k “verschoben” wurde. In der zweiten
Summe lduft er nicht von 1 bis 4, sondern von 2 bis 5 — dafiir muss zum Ausgleich in der
Summe das k durch k& — 1 ersetzt werden (bzw. k + 1 durch k).

Ein weiteres Beispiel, aus der obigen Ubung:

27:<2j1—7> 223:(2(9:4)—7> :i<2j1+1>

Jj=5 Jj=1 J=1

Die wichtige Regel bei der Indexverschiebung ist also: wird der Wertebereich des Laufin-
dexes nach unten verschoben, so muss der Index selbst zum Ausgleich vergrofiert werden und
umgekehrt.

10



Als Anwendung der Indexverschiebung soll fiir eine reelle Zahl ¢ # 1 die folgende Formel
bewiesen werden:

n+1

Satz 1.2. Fir alle n € N und fiir alle ¢ € R mit ¢ # 1 gilt: E a

Die Summe links heifit (endliche) geometrische Reihe. Die und ihre unendliche Variante
werden uns noch oft begegnen. Die Worte “Summe” und “Reihe” werden oft gleichbedeutend
benutzt. Genauer heifit eine unendliche Summe (s. Kap. meistens nicht mehr “Summe”,
sondern “Reihe”.

Beweis. Nach Multiplikation mit dem Nenner geniigt es zu zeigen:

n

(1-q)-> ¢ =1-¢""

k=0
Multipliziere die linke Seite aus:
n n n
1-q)-> ¢ = > (@) —q¢> ¢
k=0 k=0 k=0
n n
- S
k=0 k=0
n+1
= @)= d
k=0 k=1
n n
= 1+ (") - < (¢") + q”“)
k=1 k=1

Summanden einzeln schreiben

In diesem Beweis wird ein weiteres wichtiges Prinzip beim Rechnen mit Summen deutlich:
man kann Summanden abspalten und einzeln hinschreiben. So kann man zum Beispiel
die folgende Summe umschreiben:

n+1 n
S =()_F)+(n+1)
k=1 k=1

Oder die folgende elementare Formel fiir Fakultdten notieren:

(n+1)-n!= f[

=(n+1)!

I ’:]i

11



Eine Schlussbemerkung: Beim Rechnen mit Summen oder Produkten kann es niitzlich sein,
die Summe auszuschreiben. Zum Beispiel ist

n

D ((k+1)? = k) = (n+1)%

k=0

Das sieht mancher vielleicht direkt. Falls nicht, sehen wir vielleicht mehr, wenn wir die Summe
ausschreiben. Da das n keinen konkreten Wert hat, benutzen wir die Piinktchenschreibweise
vom Anfang des Kapitels. Eine eventuelle Mehrdeutigkeit stellt jetzt kein Problem mehr dar,
denn die Summe liegt ja oben in eindeutiger Schreibweise vor. Wenn n nicht allzu klein ist,
dann kénnen wir mal die ersten drei und die letzten zwei Summanden hinschreiben:
n

Dk+1)? =K =12-0)+2° - 1)+ @ -2+ +(0* - (n— 1)) + (n+1)> —n?)
k=0

Sortieren wir ein wenig um, dann ergibt sich:
=02 4+12-12422 22432 — ... 4 (n-1) - (n—-12+n>—n’4+ (n+1>2%

Wir sehen, dass sich 1 und —1 genau aufheben, ebenso 22 und —22, 33 und —33 usw. bis
n? und —n?. iibrig bleiben nur der erste Summand (also —0) und der letzte (also (n + 1)2).
Insgesamt ergibt sich —0 + (n + 1)?, also (n + 1)2.

Wenn eine Summe so in sich zusammenfallt, heifit sie auch Teleskopsumme. Wir haben oben
schon eine Teleskopsumme gesehen, im Beweis zur endlichen geometrischen Reihe (Seite .
Wer mochte kann sich diesen Beweis nochmal mit der Plinktchenschreibweise klar machen.

Aufgabe 1.2. Berechne folgende Ausdriicke:

10 30 10 7
DR =K+ k) + > ((k—20)° - (k —20)7) D (k=27 =) (k+1)
k=1 k=21 k=4 k=0

Hausaufgabe 1.3. Berechne folgende Ausdriicke (Die Losung ist hier keine Zahl, sondern ein
einfacher Ausdruck, in dem n vorkommt, aber kein Summenzeichen und kein &.)

n n+1 n
> (B +1)° - &%), i((k—l)!—k!), HLzl
k=1 k=2 k=1

Hausaufgabe 1.4. Zeige, dass folgende Formel gilt fiir n € N.

ii_g,i
kzlkz(k‘—l—l) n+1

(Man muss etwas tricksen, um diese Reihe auf die Form einer Teleskopsumme zu bekommen!)

1.5 Potenzen

Eine andere Kurzschreibweise sollte werdenden Informatikern in Fleisch und Blut {ibergehen:
Potenzschreibweise. Ein Beispiel: Ein Bit (die kleinste theoretische Speichereinheit im Rech-
ner) enthélt die Information “0 oder 1”. Also 2 Moglichkeiten. Ein Byte (eine der kleinsten
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praktischen Speichereinheiten im Rechner) sind 8 Bit. Dafiir gibt es 2-2-2-2-2-2-2-2 = 256
Moglichkeiten, etwas mit einem Byte zu speichern. (Kénnten wir durchzéhlen: 0000 0000, 0000
0001, 0000 0010, 0000 0011 usw.) Ein Kilobyte (kurz KB) waren bis 1995 genau 1024 Bytﬂ
Dassind2-2-2-2-2-2-2-2-2-2 Byte bzw.

2.2.2.2.2.2.2.2.2-2.2.2-2Bit

Das sind 13 Zweien. Es bietet sich an, eine abkiirzende Schreibweise zu verwenden. Statt 13
Zweien schreiben wir einfach 2'3 (gesprochen “Zwei hoch dreizehn™).

Wir sehen daran auch schon eine Rechenregel fiir Potenzen: 1024 sind genau 2'°. Also ist ein
KB genau 2!° Byte, das sind 2'° - 23 Bit, und das sind 2! Bit. Es ist

210 . 23 — 210+3 _ 213'
Das ist kein Zufall. Generell gilt: 2 - 2°, das sind a Zweien miteinander multipliziert mal b

Zweien miteinander multipliziert, insgesamt also a + b Zweien miteinander multipliziert, also
insgesamt 2T°. Noch allgemeiner gelten die folgenden Regeln.

Satz 1.3. Fiir a,b,c € N gelten die folgenden Potenzregeln:

AT S SR S
|
>
=

Weil @, b und ¢ hier natiirliche Zahlen sind, kann man sich diese Gesetze noch durch gesunden
Menschenverstand erklaren, in Analogie zu der Uberlegung oben. Z.B. iiberlegt man sich etwa
zu Regel 2 folgendes: Wegen Regel 1 ist

Also muss a” = 1 sein, sonst stimmt die Gleichung nicht. Bei Regel 5 iiberlegt man sich z.B.
(a-b)°=a-b-a-b---a-b=a-a---a-b-b---b=a’- b

Aufgabe 1.5. Was ist eine Trillion durch 1000 Billionen? Was ist die Hélfte von 2307 Was ist
die Halfte von 10307 Hausaufgabe: Was ist 10(10"%) geteilt durch 10(10%)7

Aufgabe 1.6. Vercinfache die folgenden Terme mit Hilfe der Potenzregeln (und anderen
Tricks). Oft ist ein Problem, dass man nicht weif}, wann man fertig ist. Daher ist hier bei

'Heute ist ein KB genau 1000 Byte, um Verwechslungen zu vermeiden: “Kilo” heifit “Tausend”. 1024 Byte
heiflen heute “Kibibyte”, kurz KiB.
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jeder Aufgabe in eckigen Klammern angegeben, wie viele Zeichen die Antwort benétigt. Ein
Bruchstrich zahlt als ein Zeichen. Ein “Mal” kann man weglassen.

S (b) 12

© @ o

(e) % [1] (f) ﬁnab_:jll [1]

(8) (itw bl () e
a b A

O X2 B 2 B
k=0 —

9 S P 0 33 7]
k=2 k=2

Aufgabe 1.7. Was ist groBer, (77)7 oder 7(M)7
7
Sortiere die Ausdriicke der GroBe nach: ((77)7)7, 7)), (7(77))7, (7)), 77,

Hausaufgabe 1.8. Leite Regeln 3 und 4 in Satz aus Regeln 1 und 2 her.

1.6 Rechentricks

Bei den letzten Aufgaben galt es, durch bestimmte Tricks, ndmlich “legale” Umformungen
mathematischer Ausdriicke (kurz: Terme) zum Ziel zu kommen. Um uns fiir diese Tricks,
dieses Manipulieren mathematischer Ausdriicke, einen Namen auszudenken, nennen wir es
vornehm “Terme umformen”.

Terme umformen ist das wichtigste Handwerkszeug in der Mathematik.

Beim Vereinfachen von Ausdriicken ist das notig, beim Bestimmen von Grenzwerten, beim
Ableiten oder Integrieren von Funktionen oder das Fiihren von Beweisen, immer wieder werden
wir Terme umformen miissen. Da uns das also sowieso begleitet — hier im Vorkurs oder
spater in den Mathevorlesungen — brauchen wir dem eigentlich kein eigenes (Unter-)Kapitel
zu widmen. Das tun wir dennoch, weil wir erstens damit auf die Wichtigkeit dieses Werkzeugs
hinweisen konnen, und zweitens ein paar Tricks und ein paar Grundprinzipien schildern.

Ein paar elementare Regeln, die beim Vereinfachen/Umformen von Termen immer wieder
niitzlich sind.

e Binomische Formeln: (a+b)? = a®+2ab+b?, (a—b)? = a®>—2ab+b%, a®>—b* = (a—b)(a+b).

e p — g-Formel: Die Nullstellen von 22 + pz + ¢ sind —§ + 4/ (%)2 — ¢ (hat keine (reelle)
Losung, falls unter der Wurzel eine negative Zahl steht, eine Losung, falls unter der
Wurzel eine 0 steht, zwei Losungen sonst).

e Unfallfreies Bruchrechnen. (Das konnen wir in diesem Kurs nicht nachholen. Wenn ihr
merkt, dass ihr da Nachholbedarf habt: es gibt viele Angebote im Netz. Das Problem ist,
die guten vom Quatsch zu trennen. Ganz OK sind http://www.bruchrechnen.de, http:
//mathematik.net|und https://de.wikipedia.org/wiki/Bruchrechnung. Es gibt ein
gutes Buch zum Nachholen mathematischer Grundlagen, dass iiber die Unibibliothek
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online verfiighar ist: “Vorkurs Mathematik” von E. Cramer und J. Neslehova. Kapitel
3.1 widmet sich dem Bruchrechnen. Ubungsaufgaben findet ihr im Folgenden in diesem
Text, denn Bruchrechnen kommt immer wieder vor.)

Zwei Vorgehensweisen beim Beweis von Gleichheit Wenn die Aufgabe die Form hat
1 2_b2
“Zeigen Sie, dass “*bc(la_b ) + aagjgz = 0 ist (fir a # b)”, so gibt es im Wesentlichen zwei

Vorgehensweisen:

Methode 1. Entweder ich fange mit der einen Seite an (hier: der komplizierte Term links
vom “=") und forme ihn solange legal um, bis die andere Seite da steht (hier: die rechte Seite,
also 0). Oder

Methode 2. Ich schreibe die Gleichung hin und forme sie um, indem ich jeweils rechts und
links dieselben Umformungen durchfiihre. Hier also auch: beide Seiten mit dem selben Term
addieren /subtrahieren/multiplizieren usw.

Beispiel: Methode 1 wiirde in diesem Beispiel etwa so aussehen:

ﬁ(aQ—b2)+a a-b  a*-b +a(a—b)_aQ—bz%_(a—b)
a—1b ab—a?  (a+b)(a—0b) alb—a) a2—-b2 (b—a)
b—a

=1 — =1-1=0.
(=5

Wir haben hier eine ununterbrochene Kette von Gleichheiten, also ist der Term ganz am
Anfang gleich dem ganz am Ende.

Methode 2 wiirde etwa so aussehen. (Dabei heifit das Zeichen < soviel wie “ist gleichbedeutend
mit”.)

m (@) | b 0 f beiden Seit ab
2 tag—m = ’ aul beiden seiten — a_;—-r
a2—b? o a(a—b)
= @@=t — " alb—a)
o a?=b%2 _(a*b)
a?-b2 X (b—a)
_ —a
& L = 5=
& 1 1 (wahr)

Hier haben wir die Gleichung, die wir nachweisen wollen (die oberste) solange mit legalen
Mitteln umgeformt, bis wir eine Gleichung erhielten, die offensichtlich wahr ist, ndmlich 1 = 1.
Da die letzte Gleichung wahr ist, und die anderen Gleichungen alle gleichbedeutend mit dieser
sind, ist auch die erste Gleichung wahr.

Bei Methode 2 hat man mehr Moglichkeiten (man kann auf beiden Seiten Terme abzie-
hen/addieren/usw), aber man muss wissen, was herauskommt. Wenn wir nur den linken Term
gegeben hitten und die Aufgabe hitte gelautet: “Vereinfache so weit wie moglich”, dann hétten
wir zu Methode 1 greifen miissen.

Hausaufgabe 1.9. Manche “Zaubertricks” oder “Partytricks” laufen nach dem folgenden Mus-
ter: Denken Sie sich eine Zahl. Addieren Sie 11. Multiplizieren Sie das Ergebnis mit 2. Sub-
trahieren Sie dann davon 20. Nehmen Sie das Ergebnis mal 5. Subtrahieren Sie das Zehnfache
der gedachten Zahl. AnschlieBend nennt der Vorfithrende das korrekte Ergebnis.

(a) Was kommt in diesem Fall raus?

(b) Warum klappt das hier? Und was ist dass allgemeine Prinzip bei solchen Tricks?

(¢) Denkt euch selbst einen analogen Trick aus.
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Hausaufgabe 1.10. Zeige, dass (fiir a # b,a # 0,b # 0) gilt:

1<b2++1>_
a—ba—ba%%_

Vereinfache so weit wie moglich (k # £1; das Ergebnis erfordert nur ein Zeichen)

k2—k+2/-c—1_ k—2
k2—-1 (k+1)2 k2+2k+1

1.7 Wurzeln

Spéter werden in der Vorlesung die Potenzen anders erklért als oben, Namlich iiber die Expo-
nentialfunktion. Das ist viel komplizierter. Warum sollte man das also kompliziert erklaren,
wenn es auch einfach geht? Die Antwort ist, dass wir a® bisher nur fiir natiirliche Zahlen a, b
erkldaren kénnen. Wir kénnen das problemlos auch fiir “krumme” Zahlen a erkléren, solange b
eine natiirliche Zahl ist. Z.B. wire 73 ja einfach 7 - 7 - m. Dabei ist 7 die “Kreiszahl’ﬂ Um-
gekehrt gilt aber: Wie sollen wir 37 erklédren? Was soll es bedeuten, die Drei m-mal mit sich
selbst malzunehmen? Wie man dieses Problem 16st, wird (normalerweise) in der Vorlesung
“Mathe I fiir Naturwissenschaften” im ersten Semester behandelt.

Dennoch bringt uns der einfache Ansatz noch etwas weiter. Wir konnen fragen, was etwa 43
ist, so dass das mit den Regeln 1.-4. aus Satz verniinftig zusammenpasst. Wir sehen etwa
wegen Regel 1:

1 1 1
.43 = 433 = 4! — 4.

N

4

47 ist also die Zahl, die mit sich selbst malgenommen 4 ergibt. Also 2. Oder auch —2, aber
wir machen es uns hier einfach (wir bestimmen die Regeln!)

In diesem Abschnitt sollen alle betrachteten Zahlen positiv sein!

Also ist 42 = 2 = /4. Genau so ist 83 = 2 = /8 (also die dritte Wurzel aus 8). Allgemein
gilt fiir a,b € N:
1
av = Ya  (Also die b-te Wurzel aus a) (2)

Rechentechnisch sind Wurzeln kompliziert und drgerlich: Terme lassen sich nicht vereinfachen,
oder beim Rechnen machen sie aus ganzen Zahlen (im Rechner: integer) oft krumme Zahlen
(im Rechner: float, double...). Ein Weg zur Vereinfachung sind Potenzen. Entweder kénnen
wir z.B. mit dem Quadrat einer Zahl rechnen statt mit der Zahl selbst. Oder wir benutzen
den Umstand, dass wir Wurzeln jetzt als Potenzen schreiben kénnen: dann kénnen wir die
Potenzregeln aus Satz [I.3] benutzen.

Als erstes sehen wir, dass (Quadrat-)Wurzelziehen das Umkehren von Quadrieren ist. Eine
Zahl a > 0 (oder allgemeiner ein Ausdruck) zum Quadrat genommen und dann die Wurzel
gezogen liefert wieder a. Oder umgekehrt. Dabei machen wir hier regen Gebrauch von den
Potenzregeln:

2 Also das Verhiltnis zwischen Durchmesser und Umfang eines (perfekten) Kreises. Es ist m = 3,1415926. . .,
aber die Nachkommastellen gehorchen keinem bekannten Gesetz. Man kennt heute ein paar Billionen Nach-
kommastellen. Man weify aber z.B. nicht, ob irgendwo die Sequenz 11111111111111 vorkommt.
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Das ist eigentlich bereits alles, was man sich zu Wurzeln aus positiven Zahlen merken sollte.
Kennt man die Potenzregeln, so muss man sich sogar nur Gleichung merken, der Rest folgt
aus den Potenzregeln. Z.B. ist ja

wegen , Regel 3 und Regel 1.
Beispiel 1.4. Ein weiteres Beispiel zum Benutzen der Potenzregeln beim Rechnen mit Wur-
zeln: Wir wollen priifen, ob \/ V2442 = \/ V23 ist.

Eine Moglichkeit, dass zu zeigen, ist beide Seiten der Gleichung wiederholt umzuformen und
zu quadrieren. Wir wollen hier aber den Zusammenhang Wurzel <+ Potenzen nutzen. Also:

V23

=
v
>

& (V2+VvDR = (VD)2
1
& 2v2): = ((2%3%)2
1
& 23,/2° = (23)i
1.1 3.1
& 2221 = 271
PN 23+1 27

Die letzte Gleichung stimmt (wegen Regel 2). Also stimmt auch die erste.

Was ist nun mit negativen Zahlen? Da muss man aufpassen (Wurzel des Quadrats von a muss

nicht a sein):
V(-2)2=Vi=2+# -2

Um unfallfrei mit negativen Ausdriicken hantieren zu diirfen, ist die folgende Notation niitzlich:
Der Betrag (auch “Absolutbetrag”) einer Zahl ist die Zahl selbst ohne ihr Vorzeichen. Ge-
schrieben wird der Betrag von x als |z|. also ist z.B. [2| =2, | = 5| =5, | — =5| = 3, [0| = 0.
Damit konnen wir uns alternativ zur obigen Regel auch merken

Va? = /la| = lal.

Ein wichtiger Trick im Umgang mit Wurzeln ist die Entfernung von Summen von Wurzeln aus
dem Nenner eines Bruchs.

Merkregel: Sieht man im Nenner eines Bruchs etwas von der Form /a + \/5, so sollte man
mit \/a — NG erweitern, damit keine Wurzeln mehr im Nenner auftauchen.

Wegen der dritten binomischen Formel (s. Seite [14)) ist ja (v/a—vb)(va+vb) = Va* — Vo =
a — b. Die Wurzeln verschwinden also.

_— . V12—v/20.
Beispiel 1.5. Vereinfachen von s

V=V (2V3=2VB)VB-VE) 2VB=VEP e

V3+vs (VB+VB)(VB-vE) 35 = —3+2V15-5

=-8+2V15
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Hausaufgabe 1.11. Leite die folgenden Wurzelregeln aus den Potenzregeln ab.

1. Yam = /a™

2. Ya¥/b= {ab
%_na

3. =43

4. Y/ Ya= "/a

Aufgabe 1.12. Zeige, dass /3v/3 = v/27 ist, V64xt = 822, v/81a2 = 3\/a sowie \/2\/z =

4
3.

Hausaufgabe 1.13. Wieder kann die Antwort jeweils mit so wenigen Zeichen geschrieben
werden wie in der Klammer angegeben.

Was ist /32 + 427 1]
Was ist +/81007 2]
Was ist %? [1]
Was ist vV64a2729a4?  [2]
Was ist %? [1]
Was ist \/g:z/g? [5]
Was ist 11__553? [5]

Hausaufgabe 1.14. (Man muss etwas tricksen) Es gilt  + 16 = 8,/x. Welchen Wert hat z?
Es gilt 2* = 522 — 4. Welche Werte kann = haben?

Hausaufgabe 1.15. (Ziemlich langlich; fiir die, die die Herausforderung suchen) Zeige, dass
fir -1 <z <1 gilt:

1 (1—x)z
Vi—z2 (lfo)% 1
1+ () wi-2
Vi =2
Vereinfache ==~ so weit wie moglich. (Das Ergebnis kommt mit 7 Zeichen aus.
1+ 55)

Wurzel und Bruchstrich gelten als je ein Zeichen.)

1.8 Logarithmen

Logarithmen sind in gewissem Sinne die Umkehrung von Potenzen. Bei Potenzen lautet die
Frage z.B. “zwei hoch vier ist was?”. Bei Logarithmen lautet die Frage “zwei hoch was ist
sechzehn?”.

Die kurze Antwort auf die zweite Frage ist vier. In vornehmen Worten — bzw auf mathe-
matisch — wiirde die zweite Frage lauten: “Was ist der Logarithums (zur Basis 2) von 16?”
Lautet die Frage “zehn hoch was ist tausend?”, dann hiefle das auf mathematisch: “Was ist der
Logarithums (zur Basis 10) von 10007” Allgemeiner kann man sich merken:

T

a® =0b, gegeben a und b, gesucht z, Antwort: log,(b) = x.
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Wenn es nicht zu Unklarheiten fiihrt, ldsst man die Klammern auch gerne weg und schreibt
log, b= .

Offenbar gibt es nicht den Logarithmus, sondern die Zahl a spielt eine Rolle. Dieses a heif3t
Basis des jeweils betrachten Logarithmus. In der Informatik kommen hauptséchlich zwei (bis
drei) Basen im Zusammenhang mit Logarithmen vor: 2 und 10 (und e = 2,71828..., siche
unten).

Beispiel 1.6. Es ist logy 8 = 3, logy 16 = 4, log, 32 = 5, usw. Es ist logz 3 = 1, logs 9 = 2,
logs 27 = 3, usw. Es ist logy 25 = 2, logy 125 = 3, log3 625 = 3, usw.

Offenbar ist log;, etwa die Zahl der Dezimalstellen einer Zahl. Genauer:

Zehner-Logarithmus von ¢ aufgerundet = Zahl der Dezimalstellen von a.
Zweier-Logarithmus von a aufgerundet = Zahl der Stellen von a in
Binardarstellung.

Das oben gilt, wenn a keine Zehnerpotenz ist bzw keine Zweierpotenz. Genauer miisste die
Regel lauten: Der Zehner-Logarithmus von a abgerundet plus eins ist die Zahl der Dezimal-
stellen von a. Analog fiir den Zweierlogarithmus. Zum Rechnen mit Logarithmen muss man
sich eigentlich wieder nur die Potenzgesetze merken, zusammen mit

a*ab =p  (log,a’) =b
Aufgabe 1.16. log, 4, log, 2, log, 1, log, 64, log, %, logy 2™7 Und log, 07
log;, 10.000, log;, 1.000.000, log;, 1.000.000.000.000, log,, 10*°; log;, 1022

Aufgabe 1.17. log, 4", log, 64™, log, ((2”)”), (10;?;2(2@)"7 logg(%2"+1 +on—1y?
1og10(v/10), log;o(10° - 10%)?
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Hausaufgabe 1.18. Zeige die Giiltigkeit der folgenden Logarithmusregeln unter Ver-
wendung der Potenzregeln (a,b,c € N, a # 1).

1. log,(b- ¢) =log, b+ log, ¢
2. log,1=0

3. log, (b¢) = clog, b

4. loga(%) =log, b — log, ¢

_ log,

5. logyz = Tos b

Tipp: Logarithmen ziehen ist eine legale Umformung. In anderen Worten: Die Gleichung
x =y (x> 0,y > 0) stimmt genau dann, wenn log, x = log, y. Ebenso stimmt a* = a¥
genau dann, wenn r = y.

Aufgabe 1.19. Noch eine Aufgabe zum Handwerk, also zum Terme umformen: (Wieder in
Klammern hinter jeder Teilaufgabe die Zahl der Zeichen, die die Antwort benotigt.)

Was ist log; 98 — log; 14 [1]

Was ist logy % + logy v/2 + logy /8 2]

Was ist log, (6) — log,(9) + log,(12) —log,(8) [1]
5

Was ist nlesz2(n®) [1]

Was ist 27 — 3710832 [1]

Hausaufgabe 1.20. Zeige, dass fir x > 1, a € N gilt:

log,(x + V22 —1) +log,(x — V22 —1) =0
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Tabelle mathematischer Symbole

Mengenklammer

wird definiert als

Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}
Menge der ganzen Zahlen {...,—2,1,0,1,2,3,...}
Menge der rationalen Zahlen {% |k,m € Z}
Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der nicht-negativen reellen Zahlen
kleiner als

grofler als

kleiner oder gleich

grofer oder gleich

abgeschlossenes Intervall (inklusive a und b)
offenes Intervall (ohne a und b)

halboffenes Intervall (ohne a, mit b)
halboffenes Intervall (mit a, ohne b)

ist Element von (einer Menge)

ist nicht Element von

ist Teilmenge von

ist nicht Teilmenge von

Vereinigung (zweier Mengen)

Schnitt (zweier Mengen)

Differenz zweier Mengen (”A ohne B”)
Summenzeichen

Fiir alle (Kap. |3)

Es gibt (Kap. )

daraus folgt (Kap. i
genau dann, wenn (Kap.
und (Kap. D

oder (Kap. '

<>0 | w<

6. .
(z.B. > 2" "Summe fiir 4 von 0 bis 6 {iber 2 hoch 7”)
1=0
Produktzeichen (analog zum Summenzeichen)

Fakultat (z.B.3!1=3-2-1)
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2 Die Kunst: Beweisen — vollstandige Induktion
Wir wollen wissen - wir werden wissen. NSA

Nun von der Notation und einigen grundlegenden Rechengesetzen direkt zur Konigsdisziplin
der Mathematik: dem Beweis. Einen Beweis kann man sich in etwa so vorstellen wie in einem
Polizeikrimi: Die Frage ist, wer der Morder ist. Es gibt verschiedene Theorien, aber am Ende
wird der echte Mdrder {iberfiihrt. Mittels eines Beweises, der keine Zweifel iibrig ldsst.

Das echte Leben ist leider etwas komplizierter. Weder bei einem Mord noch in der Physik noch
in der Medizin noch den meisten anderen Wissenschaften (von Philosophie oder Theologie
erst gar nicht zu reden) sind Beweise jemals hundertprozentig. Sichere Wahrheiten gibt es
dort nicht, nicht im wissenschaftlichen Sinne. In der Mathematik ist das anders. Wenn etwas
bewiesen wurde, dann ist das wahr. Der Satz des Pythagoras ist wahr, denn wir kénnen ihn
beweisen. Etwa so:

Satz 2.1 (Pythagoras). In einem rechtwinkligen Dreieck, in der die lingste Seite die Linge c

hat und die anderen beiden Seiten die Lingen a und b, gilt a® + b = c2.

Beweis. Wir nehmen vier Kopien unseres Dreiecks (im Bild links) und legen sie zu einem
groflen Quadrat mit Seitenldnge ¢ zusammen (im Bild rechts). In der Mitte entsteht ein kleines
Quadrat mit Seitenlinge b — a. Jetzt berechnen wir die Fliche des grolen Quadrats auf zwei
Weisen:

b

Zum einen ist die Fliche des groBen Quadrats einfach c?. Zum anderen ist die Fliche des
groflen Quadrats gleich der Flache der vier Dreiecke plus der Flache des kleinen Quadrats.
Also 4 - 3ab + (b — a)?. Jetzt benutzen wir die binomische Formel und vereinfachen diesen
Ausdruck etwas:

1
4-§ab+(bfa)2 = 2ab+ b* — 2ab + a® = b* + d°.
Die Fliche des grofien Quadrats ist also sowohl ¢ als auch a? + b?. Also ist ¢ = a® + 2. [

Dieser Beweis funktioniert fiir alle méglichen Werte von a, b, c. (Na gut, b muss hier gréfer als
a sein, sonst wird b— a negativ, das wiirde die Argumentation kaputtmachen. Aber wir konnen
immer die kiirzeste Dreiecksseite a nennen und die zweitkiirzeste b.) Somit haben wir den Satz
fiir alle rechtwinkligen Dreiecke bewiesen. Wenn wir konkrete Zahlen als Seitenldngen nehmen,
wiirden wir den Satz immer bestétigt finden. Aber egal, wie viele konkrete Zahlenbeispiele wir
priifen, theoretisch konnte es immer sein, dass beim nachsten Beispiel der Satz versagt. Ein
wirklicher Beweis verlangt, dass wir alle (unendlich vielen) Fille beweisen. Das haben wir hier
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erreicht, indem wir die Zahlen durch Buchstaben ersetzt haben, die fiir jede beliebigen Zahl
stehen konnen. Das ist einer der grundlegenden Tricks.

Wir wissen heute ohne jeden Zweifel, dass sich etwa m oder v/2 nicht als Bruch zweier ganzer
Zahlen schreiben lassen. Denn das wurde bewiesen. (Im Falle von V2 bereits von den antiken
Griechen vor iiber 2000 Jahren, im Falle von 7w von dem Schweizer Mathematiker Lambert
vor etwa 250 Jahren.) Der Umstand, dass Mathematik wahre Antworten liefern kann, verleiht
der Mathematik eine besondere Rolle. iibrigens auch der theoretischen Informatik, auch dort
lassen sich Aussagen beweisen. Der Grund ist ihre enge Verwandtschaft mit der Mathematik,
oder anders formuliert: Auch Programmieren findet in einer idealen Welt statt, der digitalen,
und nicht in der realen Welt.

Mathematik und Informatik kénnen also Fragen zweifelsfrei beantworten, anders als jede an-
dere Wissenschaft. Das Problem ist natiirlich, ob die Fragen jemanden interessieren. Das kann
man aber auch umdrehen: Sobald sich eine Fragestellung aus der realen Welt in die Sprache
der Mathematik oder der Informatik iibersetzen lésst (innerhalb eines Modells, oder unter
bestimmten Annahmen) liefern Mathematik oder Informatik exakte Antworten. Diese konnen
sehr wertvoll oder relevant sein, wenn das Modell gut ist oder die Annahmen realistisch.

In diesem Kapitel ndhern wir uns diesem Thema mit der Beweismethode der “vollstandigen
Induktion”. Die benutzt man hiufig, wenn eine Aussage der Form “fiir alle natiirlichen Zahlen
gilt...” bewiesen werden soll.

2.1 Vollstandige Induktion

Wir wollen ein Beispiel betrachten. Schauen wir uns die Summen der ersten ungeraden Zahlen
an, die wir schon im ersten Kapitel gesehen haben:

= 1
= 143
9 = 1+3+5
16 = 14+3+5+7
25 = 1434+5+7+9

Es féllt auf, dass auf der linken Seite stets eine Quadratzahl steht. Diese Vermutung kann
man jetzt mit Hilfe der Summennotation allgemein fiir beliebiges n € N formulieren. Wir
formulieren es sofort als Satz, denn — Spoilerwarnung — spéter wird es uns in der Tat gelingen,
diese Formel fiir alle n € N zu beweisen.

Satz 2.2. Fir allen € N gilt:

n

D (2k—1)=n"

k=1

Fiirn € {1,2,3,4,5} haben wir uns schon von der Richtigkeit der Vermutung tiberzeugt. Aber
wie konnen wir wirklich sicher sein, dass das auch fiir n = 1000 noch klappt? Natiirlich kann
man nicht alle Féalle nachrechnen, weil das unendlich viele sind. Was ist der Ausweg aus diesem
Dilemma? Ein moglicher geometrischer Beweis ginge so:
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Beginnend mit einem Késtchen in der oberen linken Ecke, wird immer eine ungerade Anzahl an
Késtchen hinzugefiigt und es entsteht jeweils wieder ein Quadrat. (Das Bild zeigt die Situation
fiir n = 6.) Solch ein Beweis ist durchaus zuléissig, der Satz[2.2)ist damit bereits bewiesen. Wir
wollen aber an diesem Problem ein sehr méchtiges Beweisverfahren schildern: die “vollstédndige
Induktion”. Gegeben ist eine Aussage in Abhéngigkeit von n, sagen wir A(n). In unserem Fall
ist also A(n) die Aussage

n
D (2k—1)=n"
k=1
Fiir gegebenes n € N kann A(n) wahr oder falsch sein. Wir haben uns oben davon iiberzeugt,
dass A(1) bis A(5) wahr sind, mochten aber gern beweisen, dass A(n) fir alle n € N eine
wahre Aussage darstellt. Die vollstéandige Induktion geht nun in zwei Schritten vor:

(IA) Der Induktionsanfang. Man beweist, dass A(1) gilt. (Oder A(0) oder A(4), generell fiir
einen geeigneten Anfangswert.)

(IS) Der Induktionsschritt (oder Induktionsschluss). Man beweist: falls fiir ein n € N die
Aussage A(n) wahr ist, dann auch die Aussage A(n + 1).

Die Annahme im Induktionsschritt, dass A(n) wahr ist, hat auch einen Namen: Induktions-
voraussetzung, kurz (IV). Manchmal braucht man auch, dass A(k) wahr ist fiir alle k < n+1;
egal, dass macht keinen Unterschied.

Der Trick besteht also darin, dass man im Induktionsschritt von der Aussage fiir ein beliebiges
n € N auf den Nachfolger n + 1 schlieffit. Hat man beide Schritte gezeigt, ist man fertig und
hat bewiesen, dass die Aussage fiir alle n € N gilt.

Im Detail stelle man sich das so vor: der Induktionsanfang beinhaltet die Wahrheit der Aussage
A(1). Jetzt wenden wir den Induktionsschritt fiir n = 1 an und erhalten, dass A(2) eine wahre
Aussage ist. Jetzt aber konnen wir wieder den Induktionsschritt fiir n = 2 anwenden und
erhalten A(3) und so weiter.

Ein hilfreiches Bild ist vielleicht das Folgende: man stelle sich die Aussagen wie Dominosteine
vor, die aneinander gereiht sind. Wenn ein Dominostein umféllt, dann soll das bedeuten, dass
die Aussage wahr ist. Der Induktionsschritt formuliert nun das Gesetz, dass ein fallender
Dominostein seinen Nachbarn umstofit. (Wenn A(n) gilt, dann auch A(n + 1).) Und der
Induktionsanfang garantiert uns das Fallen des ersten Steins — und damit fallen alle um.

Soweit die graue Theorie. Widmen wir uns dem Beweis von Satz
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Beweis. (IA): der Induktionsanfang ist bereits geleistet, wir haben uns davon iiberzeugt, dass
A(1) wahr ist.

(1S): Induktionsschritt: Sei n € N beliebig, so dass A(n) wahr ist, d.h. es gelte

n

Z(2k —1)=n?

k=1

Zu zeigen ist, dass aus dieser Voraussetzung A(n + 1) folgt. Rechnen wir das nach:

n+1 n
STk-1)=Y@k-1)+2n+1)-1) En?+2n+1=(n+1)
k=1 k=1

O

Das kleine “IV” (Induktionsvoraussetzung) deutet die Stelle an, an der benutzt wird, dass
A(n) laut Annahme gilt.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion ist oft nur ein Baustein in ldngeren Beweisen. Man
kann viele Aussagen der Form ,Fiir alle n € N gilt [eine Formel|“ beweisen, Gleichungen, aber
auch Ungleichungen wie

Fiir alle n € N, gilt: n? < 27

Klingt plausibel, oder? Wenn man genau hinsieht, merkt man aber:

12 < 2%, wahr. 22 < 22, falsch! 3% < 23, falsch! 42 < 2%, auch falsch! 5% < 2°, wahr. Und danach
scheint alles gut zu gehen: 36 < 64,49 < 128,.... Das ist ein Beispiel einer vollstdndigen
Induktion, wo der Induktionsanfang bei n = 5 liegen muss (denn fiir n € {2,3,4} ist die
Aussage ja falsch.)

Hausaufgabe 2.0. Es wird eine Anekdote iiber den deutschen Mathematiker Carl-Friedrich
Gauf3 erzahlt, der im Alter von neun Jahren in der Schule die Strafarbeit aufbekam, die

natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 alle aufzuaddieren. Die abkiirzende Notation benutzend

sollte also die Summe
100

D
i=1

berechnet werden. Laut der Anekdote soll der “kleine Gaufl” seinen Lehrer damit iiberrascht
haben, in kiirzester Zeit auf das (korrekte) Ergebnis 5050 zu kommen.

Aufgrund dieser Anekdote, deren Wahrheitsgehalt ungewiss ist, tragt die folgende Formel den
Namen “Gaufische Summenformel” oder manchmal auch einfach “der kleine Gauf3”:

ii_n(n—kl)
-
=1

Fiir n = 100 ergibt sich gerade % = 50 - 101 = 5050. Zeige mit vollstdndiger Induktion,
dass diese Formel stimmt.

Hausaufgabe 2.1. Zeige mit vollstdndiger Induktion:

S _ nn+1)(2n+1)
5
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Hausaufgabe 2.2. Seien a,d € N. Gesucht ist eine geschlossene Formel fiir den Ausdruck

n

> (a+ kd)

k=0
Stelle eine Vermutung auf und beweise sie mit vollstdndiger Induktion.

Aufgabe 2.3. Zeige per Induktionsbeweis, dass fiir alle n € N gilt:

Lo14+4+7+ -+ @n—2) =2(3n—1)
1 1 1 1 _
2 1z taztart ot amm = e

320420422 4o om =l

1 1 1 1 _
4 y3tgs Tttt @2n—1)2n+1) — 2712—1’

5 1-1+220 4+ +n-nl=m+1)-1
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3 Formale Logik
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Die formale Logik beschéftigt sich mit Aussagen, also Objekten, denen genau einer von zwei
“Wahrheitswerten”, ndmlich wahr oder falsch, zugeordnet werden kann. Eine Aussage, der man
diesen Wert einfach zuordnet ohne sie weiter zu zerlegen, nennt man auch atomare Aussage.
Solche atomaren Aussagen bezeichnen wir hier mit Grofibuchstaben A, B, C, ...
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S‘/%\\ :
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Georg Cantor

3.1 Aussagenlogik

So eine Aussage konnte sein “Die Erde ist ein Wiirfel” oder “Bier ist gesund und lecker.”
Die erste Aussage kann man nicht weiter zerlegen, das ist eine atomare Aussage (ob nun wahr
oder falsch). Die zweite Aussage enthélt zwei atomare Aussagen: “Bier ist gesund” und “Bier ist
lecker”. Das hat die Form “A und B”. Abhéngig von der Wahrheit oder Falschheit der atomaren
Aussagen kann man nach den Regeln der Aussagenlogik entscheiden, ob die zusammengesetzte
Aussage wahr ist. Eine kompliziertere zusammengesetzte Aussage wére “Wenn es morgen griine
Hasen regnet und Weihnachten ist, dann gibt’s in der Mensa Reibekuchen oder Lappenpickert.”
Ist diese Aussage wahr oder falsch? Dazu holen wir etwas aus. Zum Aufwirmen ein paar
Klassiker:

Aufgabe 3.0: Es gibt viele Rétsel iiber eine Welt, die nur von Elben und Vampiren bewohnt
wird. Elben sagen immer die Wahrheit, Vampire liigen immer. Jeder Einwohner der Welt ist
entweder Elb oder Vampir. Es wird im Folgenden angenommen, dass man als Besucher dieser
Welt Elben und Vampire nicht an ihrem AuBeren unterscheiden kann. Elben und Vampire
selbst aber alle anderen Elben und Vampire zweifelsfrei zuordnen.

1. Ein Fremder in dieser Welt trifft zwei Leute, A und B. A sagt “Mindestens einer von uns
ist ein Vampir”. Was sind A und B?

2. Nimm an, A sagt, ”"Ich bin ein Vampir, oder B ist ein Elb.” Was sind A und B?
3. Nimm an, A sagt, "Ich bin ein Vampir, oder 2 + 2 = 5”7 Was schliefit Du?

4. Nun haben wir drei Leute: A, B, C. Jeder von ihnen ist wieder entweder Elb oder Vampir.
A sagt “Wir sind alle Vampire”. B sagt “Genau einer von uns ist ein Elb.” Was sind A, B, C?

5. Nimm nun an, A und B sagen stattdessen dies: A sagt “Wir sind alle Vampire”. B sagt:
“Genau einer von uns ist ein Vampir.” Kann man sagen, was B ist? Kann man sagen, was C
ist?

6. Nimm an, A sagt: "Ich bin ein Vampir, aber B ist keiner.” Was sind A und B?

7. Was ist in dieser Situation: A sagt, B ist ein Vampir. B sagt, A und C sind von derselben
Art. (D.h., entweder sind beide Elben, oder beide sind Vampire.) Was ist C?
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8. Wieder drei Leute A, B, C. A sagt "B und C sind von derselben Art.” Jemand fragt dann
C, 7sind A und B von derselben Art?” Was antwortet C?

Zum Umgang mit Problemen der obigen Art benutzt sind die Zuordnungen “wahr” oder “falsch”
zu einer Aussage niitzlich, sowie bestimmte Aussagensymbole. Folgende Zeichen sind bei der
Aussagenlogik in Gebrauch:

A “und” VvV  “oder” = “nicht”

Die Definition dieser Zeichen gibt man am besten mit Hilfe sogenannter Wahrheitswerte-
tafeln an:

A|B|AAB A|B|AVB
WIW| W WIW| W
W|F| F W F| W
F|/W| F FIW| W
F|F| F F|F| F

Der fehlende Operator — dreht den Wahrheitsgehalt der nachfolgenden Aussage einfach um:
aus wahr wird falsch und umgekehrt. Zum Beispiel gilt fiir alle Aussagen A: =(—A4) = A. Mit
der Gleichheit von Aussagen soll in diesem Fall gemeint sein, dass sie den gleichen Wahrheits-
wert besitzen.

Die Tabellen sind wie folgt zu lesen: werden zwei atomare Aussagen A und B beispielsweise
mit dem Operator A verkniipft, so gibt die Tabelle den Wahrheitswert der neuen Aussage
(A A B) in Abhéngigkeit der Wahrheit von A und B an.

Der Operator A liefert also nur dann eine wahre Aussage, wenn A und B beide wahr sind,
der Operator V liefert eine wahre Aussage, wenn A oder B oder beide wahr sind. Die Aussage
von oben, “Bier ist lecker und Bier ist gesund”, ist also — wegen des “und” — nur wahr, wenn
beide Teilaussagen wahr sind. Zumindest die Aussage “Bier ist gesund” ist fiir groffe Mengen
nicht mehr wahr. Also ist die gesamte Aussage nicht wahr.

In der formalen Logik beschéftigt man sich allerdings weniger, damit zu entscheiden, ob eine
konkrete Aussage wahr ist. Vielmehr interessiert man sich dafiir, ob zwei Aussagen logisch
gleichwertig sind. Wir kénnten zum Beispiel auch formulieren “Es ist falsch, dass Bier nicht
lecker oder Bier nicht gesund ist”. Ist das dieselbe Aussage wie “Bier ist lecker und gesund”?
Unabhéngig davon, ob sie wahr oder falsch ist, wir fragen nur, ob das genau gleichwertig ist.
Das priifen wir mit Wahrheitswertetafeln. Wenn A heifit “Bier ist lecker” und B heifit “Bier
ist gesund”, dann sind die beiden Aussagen

ANB und =((=A) Vv (-B))

Die Wahrheitswertetafel der linken Aussage steht schon oben. Die der rechten sieht — schritt-
weise aufgebaut — so aus

A | B | (mA)V (=B) | 7((=4) V (=B))
W W F W
W|F W F
F|W W F
F|F W F

Da die rechten Spalten in beiden Wahrheitswertetafeln {ibereinstimmen, sind die Aussagen
gleichwertig! Egal, wie die Belegung von A und B mit wahr oder falsch aussieht, die Aussagen
stimmen iiberein.
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Aus diesen grundlegenden Operatoren (die auch Junktoren genannt werden) kann man nun
weitere zusammensetzen:

A= B = (mA)VB A& B = (A= B)AN(B=A)

Die Aquivalenz zweier Aussagen (&) als gegenseitige Implikation zu sehen iiberrascht nicht,
aber die Definition der Implikation selbst wirkt auf den ersten Blick ein wenig seltsam. Die
Wahrheitswertetafeln sehen folgendermafien aus:

A|B|A=B A|B|A&B
WIW|l W WIW| W
W|F| F W|F| F
FIW| W F|IW| F
F|F| W FIF| W

Ist die Aussage A also falsch, so ist die Implikation A = B in jedem Fall wahr. Das leuchtet
vielleicht ein, wenn man sich auf folgenden Standpunkt stellt: wie kann man eine solche Im-
plikation denn widerlegen, d.h. wie wiirde man beweisen, dass aus A eben nicht B folgt? Man
miisste zeigen, dass A eintreten kann (also wahr ist), aber B nicht. Ein Beispiel wire “Wenn
es morgen griine Hasen regnet, gibt es iibermorgen Reibekuchen in der Mensa.” Um diese
Aussage zu widerlegen, miisste ich dafiir sorgen, dass es morgen griine Hasen regnet. Wenn
es dann {ibermorgen keinen Reibekuchen in der Mensa gibt, habe ich die Aussage widerlegt.
Schaffe ich es aber nicht, morgen griine Hasen regnen zu lassen, so ist die Aussage nicht falsch.

An dieser Stelle noch einige Vokabeln: eine Aussage, die in jedem Fall wahr ist (wie z.B.
AV (—A)) nennt man eine Tautologie und eine Aussage, die in keinem Fall wahr ist (wie
A A (—A) nennt man unerfiillbar.

Nun kann ein wichtiges Prinzip, die Kontraposition, “bewiesen” werden.

Lemma 3.1 (Kontraposition). Fir Aussagen A und B gilt:
A= B = (-B)= (-4)

Beweis. Da geht wieder z.B. mit Wahrheitswertetafeln. Hier machen wir’s mal anders: Die
linke Seite entspricht nach Definition (-A) V B. Die rechte Seite entspricht (—(=B)) V (—=A)
und wegen —(—B) = B folgt die Behauptung. O]

Das Prinzip der Kontraposition liefert ein weiteres Beweisprinzip. Statt A = B zu beweisen,
ist es manchmal einfacher, (mB) = (—A) zu beweisen.

Beispiel 3.2. Zu zeigen ist: Fiir alle n € N gilt: ist n? gerade, dann ist n auch gerade. Per
Kontraposition ist das gleichbedeutend mit der Aussage: Fiir alle n € N gilt: ist n nicht gerade,
dann ist auch n? nicht gerade.

Das letzte ist einfach zu sehen: ist n ungerade, so kann ich n schreiben als n = 2k + 1 fiir ein
k € Ng. Dann ist n? = (2k — 1)2 = 4k? — 4k + 1 = 4(k? — k) + 1. Offenbar ist 4(k? — k) eine
gerade Zahl (sogar eine durch 4 teilbare), also ist n? = 4(k? — k) + 1 ungerade.

Das ist zugegebenermaflen ein Spielzeugbeispiel. Beweise per Kontraposition sind weniger
hiufig als etwa Induktionsbeweise, dennoch sollte man das kennen. Ein anderes Beweisprinzip,
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dass die Logik liefert, ist der Widerspruchsbeweis. Um A zu beweisen, nehmen wir an, es
gelte = A. Dann ziehen wir daraus Folgerungen, bis wir eine offensichtlich falsche Aussage B
erhalten (etwa die Aussage 1 = 0). Weil =4 = B wahr ist (da wir nur erlaubte Folgerungen
zogen), aber B falsch ist, muss —A falsch sein (siche oben). Damit ist A wahr. Ein Beispiel ist
der hiibsche Beweis von Satz [6.5] auf Seite B8

In der Informatik spielt (diese) Logik eine sehr grofie Rolle. Hier nur soviel: elektronische
Schaltkreise (“Logikschaltkreise”) werden aufgebaut aus Elementen, die A, V und — realisie-
ren: Strom = wahr, kein Strom = falsch. Liegt etwa an einem Transistor an zwei Eingéngen
Strom an, so flieffit auch aus dem Ausgang Strom. Das realisiert ein A. Aus diesen Elementen
(UND-Gatter, ODER-Gatter, NICHT-Gatter) konnen dann beliebig komplexe Schaltungen
aufgebaut werden. Man kann zeigen, dass im Prinzip jeder Algorithmus, der auf einem Rech-
ner implementiert werden kann, auch als ein solcher Logikschaltkreis gebaut werden kann.

Es ist ein NP-hartes Problem, zu priifen, ob ein logischer Ausdruck, aufgebaut aus vielen
atomaren Aussagen sowie A, V und —, erfiillbar ist. Dazu mehr im Verlauf des Studiums.

Eine kleine Warnung: So wiinschenswert oft ein wenig mehr Logik im Alltag wire (in der
Tageszeitung, den Nachrichten, dem Streit mit dem Nachbarn...) so sehr kann die rein lo-
gische Betrachtung der Welt mit der Realitdt kollidieren. Es ist z.B. einfach, Paradoxa zu
konstruieren:

“Der nédchste Satz ist wahr. Der letzte Satz ist gelogen.” ist eine unerfiillbare Aussage.

Oder folgende Geschichte: Ein Gefangener bekommt gesagt, dass er an einem der néchsten
fiinf Tage (Mo, Di, Mi, Do, Fr) hingerichtet werden wird, und zwar um 12 Uhr mittags.
Auflerdem wird es unvorhergesehen passieren: Der Termin wird fiir ihn nicht voraussagbar
sein. Der Gefangene denkt nach: “Wenn ich am Donnerstag um 12:01 noch lebe, dann werde ich
Freitag hingerichtet. Aber das wire dann nicht unvorhergesehen! Der Freitag scheidet also als
Hinrichtungstermin aus. D.h., wenn ich am Mittwoch um 12:01 noch lebe, dann wiirde ich am
Donnerstag hingerichtet. Aber das wire wieder nicht unvorhergesehen. also scheidet auch der
Donnerstag aus.” Mit derselben Argumentation scheiden nach und nach Mittwoch, Dienstag
und Montag als Termine aus. Der Gefangene denkt sich also (streng logisch): “Sie kénnen mich
nicht hinrichten!” Aber er wird am néichsten Mittwoch hingerichtet, sehr iiberraschend und
unvorhersehbar fiir ihn, und dennoch stimmen die Informationen, die man ihm gab. Zu viel
Logik kann im realen Leben auch irrefithren.

Im Folgenden miissten wir entweder mehr Klammern benutzen. Oder aber man einigt sich
auf Regeln, welche Operatoren stirker binden und welche schwicher. (sowie in “Punkt- vor
Strich-Rechnung”). Die tibliche Reihenfolge ist

—vor A vor V vor = vor &

Beispiel 3.3. Damit ist P < Q = RV SA—T also zu lesen als P < (Q = (RV (SA(-T)))).

Diese Konvention iibernehmen wir hier; die Ausdriicke in den folgenden Aufgabe sind dann
eindeutig.

Aufgabe 3.1. Zeige mit Hilfe von Wahrheitswertetafeln die folgenden Regeln fiir Aussagen
A und B:
-(AAB)=(-A4)V(-B) -(AV B) = (-A) A (—-B)

In den Ubungen auch: Veranschaulichung mit Venn-Diagrammen!
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Aufgabe 3.2. Eine gewisse Rolle spielt in der Logik auch das exklusive Oder (XOR, V,
Kontravalenz): In der Sprache hat “oder” oft eine andere Bedeutung als die oben. “Ich nehme
Tagesgericht oder Aktionstheke” heifit ja, dass ich in der Mensa entweder das Tagesgericht
wéhle, oder das Angebot der Aktionstheke, nicht beides. “Ich werde Kognitive Informatik
oder Bioinformatik” studieren heifit ich wiahle eines von beidem, nicht beides. Das exklusive
Oder AVB ist also wahr, wenn genau eine der beiden Aussagen wahr ist, sonst ist es falsch.
Zeige:

AVB=-(A< B), AVB=(AVB)A-(AAB) AVB=(AA-B)V(-AAB).
Aufgabe 3.3. Uberpriife mit Wahrheitswertetafeln, welche der Formeln gleichbedeutend sind:
~(~A) £ A, AA(AVB) £ B, (AVB)AC £ (ANC)V(BAC), (AABNVC < (AVO)N(BVC).

Hausaufgabe 3.4. Uberpriife mit Wahrheitswertetafeln, welche der folgenden Formeln Tau-
tologien sind:

(A= -A)= A, bzw (A= B)AN(mAVB), bzw (A= B)= A) = A

bzw (A= B)ANA= Bbzw (B=A)VA= Bbzw (A= B)AN(B=C)= (A= C)

Kann man diejenigen, die wirklich Tautologien sind, verstandlich (in Prosa, auf deutsch) for-
mulieren?

Hausaufgabe 3.5. Mit den Methoden der Logik kann man Gesetze fiir Mengenoperationen
beweisen. Beachte, dass z.B. z € ANB heifit: x € ANz € B,z & Aheifit ~(x € A), z € A\ B
heifit z € A A =(x € B) usw. Zeige damit die folgenden Gleichungen fiir Mengen:

C\(ANB) = (C\A)U(C\B), (A\B)NC =AN(C\B), A\(B\C)=(ANC)U(A\B)

3.2 Quantoren

Die Logik ist die Hygiene, derer sich der Mathematiker bedient, um seine Gedanken
gesund und krdftig zu erhalten. Meister Proper

Mit der Aussagenlogik ist es moglich, atomare Aussagen mit Hilfe der Grundoperationen zu-
sammenzufassen. Allerdings lassen sich Aussagen wie “Alle Menschen sind sterblich.” oder “Es
gibt eine natiirliche Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist.” damit nicht weiter zerlegen. Zu diesem
Zweck benétigt man die sogenannten Quantoren: der “Allquantor” V und der “Existenzquan-
tor” 3. Mit V driickt man aus, dass fiir alle betrachteten Objekte eine Aussage gilt, wie etwa
in

YVneN: n+1eN.

Mit 3 driickt man aus, dass es unter den betrachteten Objekten (mindestens) eines gibt, wofiir
die Aussage gilt, wie etwa in
n

B N: —=17.
n c 5

Genauer: der Allquantor V liefert eine wahre Aussage, wenn die Aussage dahinter (das Pradikat
fiir alle betrachteten Objekte Giiltigkeit hat und der Existenzquantor 3 ist wahr, wenn das
Pradikat fiir (mindestens) ein Objekt wahr ist.
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Ein einfaches Beispiel einer logischen Aussage ist der etwas aus der Mode gekommene Spruch
“Nur ein toter Indianer ist ein guter Indianer”. In anderen Worten heifit das, dass ein Indianer
nur gut sein kann, falls er tot ist. Oder noch anders: Ist ein Indianer gut, dann ist er tot.
Mit Quantoren kann man das folgendermaflen ausdriicken, wobei I die Menge aller Indianer
bezeichnet:

Vkel: kgut = k tot.

Gibt es in einem logischen Ausdruck mehr als einen Quantor, so spielt die Reihenfolge der
Quantoren eine entscheidende Rolle. Ein Alltagsbeispiel soll dies verdeutlichen. Sei D die
Menge aller Deckel und T' die Menge aller Topfe. Das Priadikat P(d,t) sei fiir einen Deckel d
und einen Topf ¢ genau dann wahr, wenn d auf ¢ passt. Dann gilt

VteT3dde D:P(dt)# 3de DVteT: P(d,t)

Die erste Aussage ist das Sprichwort “Auf jeden Topf passt ein Deckel.”, wohingegen die zweite
Aussage besagt, dass es einen Universaldeckel gibt, der auf alle Topfe passt. Anders ausge-
driickt: im ersten Beispiel hingt das d (der gefundene Deckel) vom Topf ¢ ab und im zweiten
nicht.

Zum Abschluss noch ein paar Worte zur Negation von Quantoren. Wird der Allquantor ver-
neint, so ergibt sich der Existenzquantor und umgekehrt. Das ist logisch vollig klar, eine Be-
hauptung wie “Fiir alle Objekte k gilt Aussage A(k).” wird widerlegt durch ein Gegenbeispiel,
also mindestens ein konkretes Objekt k, fiir das A(k) eben nicht gilt.

Umgekehrt kann die Aussage “Es gibt ein Objekt k, fir das A(k) zutrifft.” nur widerlegt
werden, indem gezeigt wird: “Fiir jedes Objekt k ist A(k) falsch.”.

Formal verneint man also Aussagen mit Quantoren so, dass alle Quantoren durch den jeweils
anderen ersetzt werden und die getroffene Aussage verneint wird. Die Negation des Spruchs
“Nur ein toter Indianer ist ein guter Indianer” ist also

Jkel: —(kgut = k tot.),
und wegen der Definition von = und Aufgabe [3.1]ist das
Jkel: kgut A knicht tot..

Also “Es gibt einen Indianer, der nicht tot ist (dann aber gut), oder einen, der nicht gut ist
(aber tot).”

Der oben angegebene Spruch “Auf jeden Topf passt ein Deckel” wird also verneint durch:
~(VteT3deD:P(dt)=3teTVdeD:~P(dt)

Oder in Worten: Es gibt einen Topf, auf den alle Deckel nicht passen, also auf den kein Deckel
passt.

Aufgabe 3.6. Negiere folgende Aussagen:
Ve >03dng e NVn >ng: |a, —a| <e.
Ve>03d>0VeeD: |[x—T<d=|f(x)— f(T)] <e.

VYVae DVe>030>0VzeD: |[z—7<d=|f(z)— f(T)] <e.
(Obacht beim zweiten und dritten: was ist die Negation von A = B?)
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4 Folgen und Reihen

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: Redet man zu ithnen, so tbersetzen sie
es in thre Sprache, und dann ist es alsbald etwas anderes.
FEmmanuel Macron

Im folgenden Abschnitt wird wieder der Betrag von reellen Zahlen auftauchen, vgl. Seite [17]
Die formale Definition sieht folgendermaflen aus:

o] = x ,falls z >0
T x ,falls z < 0

Anschaulich gesprochen ignoriert der Absolutbetrag einfach das Vorzeichen einer reellen Zahl:
ist die Zahl positiv, bleibt sie erhalten, ist die Zahl negativ, wird ihr Vorzeichen geédndert.

Fiir Rechnen mit Betrégen bieten sich Fallunterscheidungen an. Wesentlich ist die wichtige
Dreiecksungleichung;:

Lemma 4.1.
Vr,y € R: |z +y| < |z] + |yl

Beweis. Beide Seiten sind nicht negativ, also gilt

2 +yl < |2 + [y < lz+y? < (Jz| +y))?
& (@ +9)?] < [z + 20ay| + |yl
& (x+y)? < @ +2ay[+y’
& 2?4+ 2zy+y? < 2?4 2ay| + 92
& 2zy < 2xy| (wahr)

Eine Folge der Dreiecksungleichung ist die sogenannte “umgekehrte Dreiecksungleichung”

Lemma 4.2.
|z —y| > ||z — lyl|.

Beweis. Zuerst iiberlegen wir uns, dass fiir alle reellen Zahlen a und b gilt:
a>bund a > —-b=a> b,

denn der Betrag von b ist (laut Definition) ja entweder gleich b oder gleich —b. Seien nun
z,y € R beliebig. Aus der Dreiecksungleichung folgt:

lz| = |z —y+yl < |z —yl+ |yl = |z -yl > |z] = |yl.
Ebenso folgt
yl=ly—z+z| <|ly—=|+[z| = |z —y[ > |y| = || = =(|=| - [y]).

Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt also nach der obigen Uberlegung (mit a = |z —y],
b= |z| — |y|) die Behauptung |z — y| > ||z| — |y||. O
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Aufgabe 4.1. Bestimme alle reellen Zahlen x, so dass gilt

o |z —4|<6

1+ x| >4

2—|z+1—|z+2|| =1

lz+1] -]z +3]| <1

4.1 Das kleine Epsilon

In der Analysis spielen Abbildungen eine grofie Rolle. Um die “klassischen” Abbildungen von
der Menge der reellen Zahlen in sich besser verstehen zu kénnen, benotigen wir den Begriff
einer Folge. Dazu folgende

Definition 4.3. Eine Abbildung a : N — R heifit (reclle) Folge. Statt a(n) schreibt man kurz

ap, und die gesamte Folge wird manchmal mit der Notation (a,),en abgekiirzt.

Auch wenn es aus der Definition einer Folge als Abbildung nicht so deutlich wird, sollte
man sich eine Folge als etwas vorstellen, das durch die reellen Zahlen “lduft”. Einige einfache

Beispiele:
®ani Ly
e b, -1,1,-1,1,-1,1,—-1,..., (=)™,
e LypLysnlagninhsnsns by
e di: L L Tgame g
e e, 2222222 ...,2,

. 11111111111
o fn: 1,

Wir sind am “Langzeitverhalten” solcher Folgen interessiert. Die Anschauung hilft dabei, dieses
schwammige Konzept ein wenig zu erldutern: bei ndherer Betrachtung der ersten Beispielfolge

fallt auf, dass die Folgenglieder immer kleiner werden, sich mit fortschreitendem n also der 0
nahern — und das obwohl die 0 selbst nicht Teil der Folge ist, denn % > ( fiir alle n € N.

Auch fiir die anderen Beispiele kann iiberlegt werden, ob sie einem bestimmten Wert zustreben
oder auch mehreren. Diese Beobachtungen sollen die folgende Definition motivieren:

Definition 4.4. Sei (a,)nen eine reelle Folge. Diese heifit konvergent mit Grenzwert a € R,
falls
Ve >03dng e NVn>ng: |a, —a| <e

(In Worten: fiir jedes € > 0 existiert ein ng € N, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng
gilt: |a, — a| < €.) Ist eine Folge konvergent gegen a, so schreibt man auch

lim a, =a oder a, — a(n— o)
n—oo
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A AD hier liegen alle

o ¥ apnaherals ¢ an a.

ate o

P I—

[
8-8 .

| | | | | | |
|1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9’
Abbildung 1: Hier ist ein € vorgegeben. Wir miissen ein ng finden, so dass ab ng gilt: |4, —a| <

€. D.h. dass alle Folgenglieder ndher als € am Grenzwert a liegen. Hier klappt das fiir ng = 4.
(Allerdings miissen wir fiir jedes € ein solches ng finden).

Diese Verklausulierung des anschaulichen Begriffs der Konvergenz einer Folge sieht auf den
ersten Blick furchterregend aus. Was heifit es also genau? Das Beispiel oben zeigt, dass man
im Allgemeinen nicht erwarten kann, dass eine Folge, die einem Wert zustrebt diesen jemals
erreicht, sie kommt ihm nur “immer ndher”. Dies soll in dieser Definition ausgedriickt werden:
man verlangt nicht, dass irgendwann a, = a gilt, sondern nur, dass der “Fehler”, also die
Differenz |a,, — a| beliebig klein wird,

Genau das steht in der Definition! Zu jedem Fehler &, den man sich vorgibt (hierbei stelle
man sich € als eine sehr kleine positive Zahl vor, z.B. 0,000000001) gibt es einen Index ng
(der natiirlich von e abhéngt), so dass sich ab diesem Index alle Folgenglieder um hochstens
e vom geforderten Grenzwert unterscheiden. Man achtet also gar nicht auf den “Anfang” der
Folge, die Elemente bis a,, (das sind “nur” endlich viele), sondern trifft eine Aussage tiber die
unendlich vielen Folgenglieder, die noch kommen. Bild [1| veranschaulicht diese Idee (fiir ein
bestimmtes ¢).

Es ist nicht schwer mit dieser Definition zu beweisen, dass die Beispielfolge a,, = % tatséchlich

~n
gegen 0 konvergiert:

Lemma 4.5. Es gilt lim % = 0.
n—oo

Beweis. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Zu zeigen ist, dass es eine natiirliche Zahl ng gibt, so
dass fiir alle n > ng gilt: |% —-0] = % < €. Betrachte dazu die reelle Zahl é Diese kann man
“aufrunden”, es gibt also eine natiirliche Zahl ny mit é < ng.

Ist nun n > ng, dann folgt auch n > %, was nach Multiplikation mit € und Division durch n
dquivalent ist zu % < e. O

Leider ist nicht jede Folge auch konvergent. Wenn es keine Zahl a gibt, welche die Eigenschaft
aus der Definition besitzt, dann nennt man die Folge divergent. Ein einfaches Beispiel fiir eine
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divergente Folge ist a,, = n die Folge der natiirlichen Zahlen. Diese strebt keinem Grenzwert
zu, sondern iiberwindet jede Schranke. In diesem Fall schreibt man

lim a, = oo

n—oo
Um sich klar zumachen, was man fiir die Divergenz einer Folge zeigen muss, bildet man die
Verneinung der Aussage in Def. Das sieht dann so aus: Eine Folge ist divergent, wenn fiir

alle a € R gilt:
de>0VnyoeNIn>ng:la, —al >e.

Wie sieht es mit der Beispielfolge b, = (—1)" von oben aus?

Lemma 4.6. Die Folge b,, = (—1)" ist divergent.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass die Zahl 1 als einziger moglicher Grenzwert in Frage kommt.
Sei ndmlich a # 1 eine beliebige reelle Zahl, dann definieren wir € := Lgl‘ > 0.

Ich behaupte, dass a nicht Grenzwert der Folge b,, sein kann. Wéare dies ndmlich der Fall, dann
gibe es ein ng, so dass |b, —a| < € fiir alle n > ng. Ist aber n > ng eine gerade Zahl, dann ist
b, =1 und es folgt |b, —a| = |a — 1| = 2e > ¢.

Damit kommt als einziger Grenzwert ¢ = 1 in Frage. Dies erfiillt die Bedingung aber auch
nicht: wahle ¢ := % Ware a = 1 der Grenzwert, dann géibe es wieder ein ng, so dass fiir
alle n > ng gilt: |b, — 1| < e. Ist n > ngy aber ungerade, dann gilt b, = —1, also |b, — 1| =
|—1-1=|-2/=2>1=c

Beachte, dass die Wahl des € im zweiten Teil die pure Willkiir ist: jedes € mit € < 2 leistet
das Gewtinschte. O

Anschaulich gesprochen “springt” die Folge immer zwischen den Werten —1 und 1 hin und
her und kann damit die Bedingung an Konvergenz nicht erfiillen, ndmlich dass zu gegebenem
(winzigen) Fehler ¢ alle Folgenglieder ab einem Index so nahe an dem Grenzwert liegen.

Noch eine Bemerkung: konvergente Folgen sind immer beschrénkt. D.h. wenn (ay)nen eine
Folge mit Grenzwert a ist, dann gibt es eine reelle Zahl M > 0 mit |a,| < M fir jedes n € N.
Der Grund dafiir liegt darin, dass ab einem gewissen Index alle Folgenglieder nahe bei a liegen
(bis auf den Fehler €) und die {ibrigen nur endlich viele sind, also insbesondere ein Maximum
haben. Betrachten wir ein weiteres Beispiel:

Beispiel 4.7. Betrachte die Folge a,, = nLH Die ersten Glieder der Folge lauten also:
1 2 3 4 5 6
= =7 = = =
Es liegt die Vermutung nahe, dass diese Folge gegen 1 konvergiert, denn jeder der Briiche ist

kleiner als 1 (der Nenner ist immer um eins grofler als der Zahler), aber der Abstand wird
immer geringer. Der formale Beweis sieht folgendermafien aus:

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Betrachte

n n+1 n 1

i —1’:1 -

n+1

_n+1_n+l_n—|—1:n—|—1
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Da die Folge (%)n oy Wie oben gezeigt gegen 0 konvergiert, gibt es also ein N € N mit % < €.

Ist nunn >N —1,alson+1> N, so folgt
1

Also folgt fiir ng := N — 1 das Gewlinschte. O

Ein letztes Beispiel, wo wir die Konvergenz mittels der Definition zeigen.

Lemma 4.8. Sei g € R eine reelle Zahl mit |q| < 1. Definiere die Folge (an)nen durch
an = q". Dann ist a,, konvergent und es gilt

lim a, =0
n—oo

Beweis. Wir zeigen das erst mal fiir 0 < ¢ < 1. Sei € > 0 beliebig. Gesucht ist ein ng € N,
so dass fiir alle n > ng gilt: ¢" < e. Mit Hilfe der Logarithmusfunktion kann diese Gleichung
umgestellt werden:

loge
log q

q" <e&logq" <loge < n-logg <loge & n >

Hierbei ist zu beachten, dass logg < 0 wegen ¢ < 1 und daher dreht sich das Ungleichungs-

zeichen um. Wenn also ng > igg; gewihlt wird, gilt die geforderte Ungleichung.
Falls ¢ = 0 ist die Folge eh einfach 0, der Grenzwert auch. Falls —1 < ¢ < 0, dann miissen wir
zeigen |¢" — 0] = |¢"| = |¢|™ < ¢, das geht wie oben, da 0 < |g| < 1 ist. O

Bemerkung 4.9. Die formale Definition der Konvergenz ist aus mathematischer Sicht un-

erlésslich, weil auf diese Weise prézise definiert worden ist, was unter Konvergenz verstanden

werden soll. Dennoch erweist sie sich in der Praxis als recht unhandlich, wenn man Grenzwerte

konkreter Folgen bestimmen muss. Dafiir werden in der Vorlesung Mathe I Regeln vorgestellt,

mit denen man komplizierte Folgen auf einfache zuriickfithren kann. Die Grenzwerte der ein-

fachen Folgen liest man dann aus einer Tabelle ab, bzw. setzt sie als bekannt voraus (wie etwa
1

den von a, = )

Die einfachsten dieser Regeln sind die folgende.

Satz 4.10. Seien (an)nen und (by)nen konvergente Folgen mit Grenzwert a bzw. b. Die Folge
(cn)nen gegeben durch ¢, = an + by, ist dann auch konvergent, mit lim ¢, = a+ b. Die Folge
n—oo

(dn)neny mit dp = ay - by, ist auch konvergent, und es gilt entsprechend lim ¢, = a - b.
n—oo

FEine weitere ist der Einschniirungssatz:

Satz 4.11. Ist lim a, = a = lim c¢,, und gilt
n—oo n—oo

Vn € N:a, <b, <cp,

dann ist auch lim b, = a.
n—0o0
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Aufgabe 4.2. Untersuche diese Folgen auf Konvergenz und ermittele ggf. den Grenzwert.

e ¢, = c fur eine reelle Zahl c.

LM fall d
od, = w , falls n gerade
0 , falls n ungerade

Hausaufgabe 4.3. Beweise Satz formal mittels der Definition der Konvergenz. Gilt auch

lim = = ¢, falls (a5 )nen und (b, )nen konvergent sind?
n—o0o0 ’n

Aufgabe 4.4. Ermittele den Grenzwert folgender Folgen durch geschicktes Umformen und
evtl mittels Aufgabe [£.3]

1

n = 3

.bn:nT_Q

2_
.Cn:2n 5n+1

® dy = (22;512 (%)2

n34+1 16 n(n+1)
n+1)3 2n3+6n2-+6n+2

® e =g

Hausaufgabe 4.5. Betrachte die Folge a,, = Z—jr% Was ist der Grenzwert a? Gib fir e = 0,1
bzw. £ = 0,001 bzw. fiir € = 0,0001 ein ng € N an, so dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > nyg.

38



4.2 Unendliche Reihen

Betrachten wir nun ein paar Beispiele fiir unendliche Summen. Zunachst mal intuitiv: Kon-
vergieren die folgenden Summen? Wenn ja, was sind ihre Grenzwerte?

o0

D l=l4l4l+1l+1+1+---=?
n=1
o0
D(-1)"=1-1+41-141—1+4---=2
n=0

i;i};_-14_};+_1_%!L+_1<+Al_% —?
n 2 3 4 5 6

n—=
i;ig};-_ 1,+,},+,1 +_;£,+_;£,+_;£,+. —?
2 4 8 16 32 64 o

n=1
5§i4£._.14_},+_},+_;£,+_41,_+44£,_% —?
nzon!_ 2 6 24 120 720 o
o0

EE:Ag,_.14_},+_1<+41,+_j;%_4£_+...—?
n2 49 16 25 36 o

Da hier unendliche Summen stehen und keine Folgen, ist nicht ganz klar, was “konvergieren”
hier heifit. Das konnen wir aber nun ganz fix préazisieren. Wir betrachten die Folge a,, der
Summe der ersten n Summanden (also fiir’s erste Beispiel a1 =1, a0 =1+1,a3 =14+ 1+1,
ag = 1+ 1+ 141 usw). Diese heifien auch Partialsummen. Eine Folge wie diese, die
dadurch entsteht, dass immer mehr Terme aufsummiert werden, tragt den Namen Reihe. Als
Schreibweise hat sich Folgendes eingebiirgert: ist (ax)ren eine Folge, so entsteht die Reihe als
Grenzwert der Folge der Partialsummen: setze

n
by = Z ak
k=1
und definiere dann
o0 n
Zak := lim Zak = lim b,
n—oo n—oo
k=1 k=1

Dies ist natiirlich nur dann definiert, wenn die Folge der (by,),cn auch konvergiert. Die Folge
(ar)ken wird auch unterliegende Folge der Reihe genannt.

Beispiel Nummer 4 oben ist eine konvergente Reihe. Das ist eine unendliche Version der
(endlichen) geometrischen Reihe (vgl. [L.2)).

Satz 4.12. Sei g € R eine reelle Zahl mit |q| < 1. Dann gilt
o0
n 1
St
n=0 q
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Damit ist Beispiel Nr 4 oben ja

1
n=0 2
Die Reihe konvergiert, und hat den Grenzwert 2.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir Lemma siehe oben.

Beweis von Satz[{.12 Nach Kapitel [I.4] gilt

n k 1— qn+1
bn = Z q 1—¢q
k=0
Wegen lim ¢" = 0 folgt die Behauptung. O
n—o0

Folgender Sachverhalt ist im Bezug auf Reihen und ihren unterliegenden Folgen sofort ein-
leuchtend:

oo
Z ag ist konvergent = lim ap =0
k—o0

k=1
In Worten ausgedriickt: wenn eine Reihe konvergiert, dann muss ihre unterliegende Folge eine
Nullfolge sein. Denn Konvergenz der Reihe bedeutet ja, dass sich ab einem Index ng alles in
einer e-Umgebung eines Grenzwertes abspielt, insbesondere kénnen sich die Folgenglieder der
Folge der Partialsummen nicht mehr viel voneinander unterscheiden.

Die Frage, die man sich nun stellen kann (und sollte) ist die Folgende: gilt Aquivalenz, d.h.
ist eine Reihe genau dann konvergent, wenn die unterliegende Folge eine Nullfolge ist? Kann
man Konvergenz von Reihen an diesem griffigen Kriterium festmachen?

Die Antwort ist leider nein, wie Beispiel Nummer 3 von oben zeigt.

o0
Satz 4.13. Die harmonische Reihe )’ % dwergiert.

n=1
Beweis.

n 273747576 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16

Stipopipipt L Lt b bty
= 72744888 8716 16 16 16 16 16 16 16

—1+1+1+1+1+1+
S22 222
Damit ist die Folge der Partialsummen aber unbeschréinkt und daraus folgt die Divergenz der

harmonischen Reihe. O

1 1
-2 -2

NI

Die anderen Beispiele (Nr 5 und 6) von oben konvergieren. Die vorletzte Reihe wird in der Vor-
lesung Mathe I vorgestellt. Von der letzten Reihe wissen wir erst seit 1735, welchen Grenzwert
sie hat, siehe en.wikipedia.org/wiki/Series_of_reciprocal_squares.
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Die harmonische Reihe ist also ein Beispiel einer nicht konvergenten Reihe, die trotzdem eine
Nullfolge als unterliegende Folge besitzt. Mit ihrer Hilfe kann man auch die folgende Aufgabe
angehen:

Hausaufgabe 4.6. Der Didmon und die Schnecke. Es war einmal eine Schnecke, die am
Anfang eines Gummibandes saf3, welches die Lange von 1m hatte. Eines Tages kroch sie los,
um die andere Seite zu erreichen und legte dabei pro Tag 5em zuriick. Normalerweise wére sie
nach 20 Tagen am anderen Ende angekommen, hétte es nicht einen bésen Ddmonen gegeben,
der in jeder Nacht um Punkt Mitternacht das Gummiband mitsamt der Schnecke gleichférmig
um 1m dehnte.

Kommt die Schnecke trotzdem ans Ziel, wenn man davon ausgeht, dass dieses Spezial-Gummi
unbegrenzt dehnbar ist und sowohl Damon als auch Schnecke lange genug leben? Und wenn
ja, nach wie vielen Tagen wird es spétestens soweit sein?

Hausaufgabe 4.7. Die beiden grofien Dreiecke im Bild haben den Flacheninhalt 1. Wie kann
man die jeweilige Gesamtfliche der (unendlich vielen, jeweils in der Zeichnung angedeuteten)
orangefarbenen bzw. getdonten Dreiecke errechnen?

Aufgabe 4.8. Was sind die Grenzwerte der folgenden Reihen?

@@ MEE @Ok

n=0 n= n=1
o) 00 00 o\n—1
@Y #  ©rg O G
nOB 5 ngo (_3)n+2 "
() n§22107r (h) n;1 ST T

4.3 Potenzreihen

Ein wichtiges Ziel in Mathe I ist: (Manche) Funktionen kann man als Potenzreihen
schreiben. Darauf gehen wir hier nur kurz ein. Aber ein bis zwei Beispiele sollte man kennen.
Eines kennen wir schon: die (unendliche) geometrische Reihe:

fa) = —— =" (ol <1)
n=0

11—z

Da steht eine Funktion mit Definitionsmenge {z € R||z| < 1}, also f :] — 1;1[—= R, f(x) =
ﬁ = > > ,x". Der Funktionswert an der Stelle x ist der Grenzwert der Reihe, wenn x

eingesetzt wird.
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o0
Eine Potenzreihe sieht allgemein so aus: > a,z™. Die Definitionsmenge ergibt sich aus den

n=0
x-Werten, fiir die die Reihe konvergiert. Im Bsp oben konvergiert die Reihe ja nur fir |z| < 1,
also ist die Definitionsmenge | — 1;1[. Ein anderes (wichtiges!) Beispiel ist die Potenzreihe

>0 o 7™, Die dadurch definierte Funktion ist (die) Exponentialfunktion (oder kurz e-
Funktion). In der Vorlesung Mathe I wird gezeigt, dass diese Reihe fiir alle x € R konvergiert.
Also konnen wir als Definitionsmenge einfach ganz R nehmen:
|
. _ n
exp: R — R, exp(z) = ; i

So wird die Exponentialfunktion definiert. Statt exp(z) schreibt man auch e*, wobei e =
2,7182818.... die eulersche Zahl ist. (Es gilt e ¢ Q, d.h. man kann e nicht als Bruch ganzer
Zahlen schreiben.) Das passt, wenn man die naive Definition der Potenz auf e anwendet: fiir
x € Q ist dann wirklich die Potenz gleich dem Grenzwert der Reihe, also e = exp(x).

Rechnet man ganz viele Funktionswerte aus (also Grenzwerte der Reihe, etwa fiirz = 5, 7, 5, 5, £ - .-

dann kann man den Graphen der Exponentialfunktion zeichnen: Am Graphen sieht man auch,

| (1,e) ]

Abbildung 2: Der Graph der Exponentialfunktion.

was als Grenzwert der Reihe fiir z = 0 herauskommen soll: Fiir = 0 ist die Reihe ja

[e.e]

1n_10 11 12
0= 500+ 500+ 0

n=0

1

3
3!0 4.

0™ ist 0 fiir n # 0. Also sind alle aufler dem ersten Summanden 0. Da wir an der Stelle z =0
den Funktionswert 1 haben wollen. Da 0! = 1 (s. Kapitel [1)) ist der erste Summand 0°. In
Prinzip kann 0° alles sein, aber hier muss 0° = 1, damit der Grenzwert fiir z = 0 wirklich 1
ist. (Das passt dann auch zu e.)

Die Exponentialfunktion (und ihre Umkehrfunktion, der natiirliche Logarithmus, dazu mehr
im néchste Kapitel) tauchen sehr haufig in allen moglichen Gebieten auf. In der Wahrschein-

12
lichkeitstheorie spielt sie eine extrem wichtige Rolle (bzw die Funktion e~ 2"), fiir Wachstums-
modelle, bei komplexen Zahlen und Differentialgleichungen und damit in der Physik.

Eine Anwendung ist, dass man mit Hilfe der e-Funktion Potenzen erkldren kann, wo der
Exponent irrational ist, z.B. ﬂﬂ oder fiir f: R — R, f(z) = 2®. Erinnert man sich an die
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In(z)

Potenzgesetze, und benutzt man, dass e =z, dann ist ja z.B.

\/5\/5 _ (eln(\/i))\/i — e\/iln(\/i) bzw 2% — (eln(a:))ac — ot ln(:r)’

und das kann man nun — zumindest im Prinzip — berechnen.

Etliche weitere Funktionen werden formal iiber ihre Potenzreihe definiert, z.B.

. 2n+1 3 5
e sin(z) = Z?:o(_l)nm =H -5 +5H5EF

o In(1+a) =Y 2 (- =g -2 4 2o

e sinhae =), % =+ %? + %? + -+ (“Sinus Hyperbolicus”)

Quizfrage: was ist die Potenzreihe von f : R — R, f(z) = 22?7 Was ist allgemein die eines
Polynoms?

Falls man das umgekehrte Problem hat: Funktion f gegeben, gesucht seine Potenzreihe: Das
Stichwort ist Taylorreihe. Dazu mehr in der Vorlesung Mathe 1.
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5 Abbildungen, aka Funktionen

In mathematics you don’t understand things, you get used to them
Wall-E

5.1 Wichtige Vokabeln

Der Begriff der Abbildung spielt in allen Bereichen der Mathematik eine grofie Rolle. Anfangs
mogen die vielen Begriffe, die neu gelernt werden wollen, etwas ungewohnt erscheinen, aber
wie das obige Zitat verdeutlichen soll ist alles eine Frage der Gewohnheit.

Abbildungen sind sogenannte “eindeutige Zuordnungen”. Formal bedeutet dies das Folgende:
sind zwei Mengen X und Y gegeben, so ist eine Abbildung f : X — Y eine Vorschrift,
die jedem Element x € X genau ein Element in Y zuordnet, das normalerweise mit f(z)
bezeichnet wird. Die Menge X heif3t dann Definitionsmenge oder Definitionsbereich, und
die Menge Y wird Zielmenge oder Zielbereich genannt.

Dieses Konzept der eindeutigen Zuordnung ist uns aus dem Alltag vertraut. So kann man
jedem Professor an der Uni sein Biiro zuordnen, jedem Teilnehmer einer Klausur sein Er-
gebnis, etc. Beachtenswert ist hier, dass durchaus erlaubt ist, verschiedenen Elementen der
Definitionsmenge das gleiche Element der Wertemenge zuzuordnen und dass es auch durchaus
Elemente der Wertemenge geben kann, denen kein Element zugeordnet wird. Ein extremes
Beispiel: wenn die Klausur so gut ausfillt, dass alle Studenten eine 1 schreiben, so wird jedem
Studenten diese Note zugeordnet und andere Noten kommen nicht vor.

Ein konkreteres Beispiel ware folgendes:

f:4{1,2,3} = {1,2,3}, f(1)=2, f(2)=2, f(3)=3.

In der Schule betrachtet man h&ufig Abbildungen von der Menge R der reellen Zahlen in
sich (man spricht in dem Fall manchmal auch von Funktionen), zum Beispiel die Abbildung
gegeben durch

g:R—=R  g(x)=2>
Eine weitere Notation: will man direkt notieren, wohin ein gewisses Element der Definitions-
menge unter einer Abbildung abgebildet wird, ohne dass die Abbildung einen Namen bekommt
(etwa f oder g), so schreibt man dies kurz so (hier am obigen Beispiel illustriert):

T 2

Das kann man natiirlich nur machen, wenn klar ist, um welche Mengen es sich handelt!

Die Beispiele oben machen klar, dass nicht jedes Element der Zielmenge auch als Wert der
Abbildung vorkommen muss: Bei f gibt es kein z € {1,2,3} mit f(z) = 1. Bei g gibt es
kein x € R mit g(z) = —1. Fiir die Werte, die auch “drankommen”, gibt es die Bezeichnung
Bildmenge oder Bild von f. Kurz schreibt man die Bildmenge von h : X — Y als h(X).
Die Bildmenge von dem f oben ist also f({1,2,3}) = {2,3}. Die Bildmenge von dem g oben
ist g(R) = R{.

Noch genauer kann man folgendes tun: Ist nur eine Teilmenge A C X gegeben, so kann man die
Teilmenge von Y betrachten, auf die diese Menge A abgebildet wird. Dies liefert die Definition
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der Bildmenge, oder kurz: des Bildes von A unter einer Abbildung:

f(A) = {f(a):a € A}

Es wirkt ungliicklich, dass der Begriff Bildmenge eine doppelte Bedeutung hat. Aber das passt,
man kann sich dran gewohnen. Die Bildmenge von X unter f (im zweiten Sinne) ist eben die
Bildmenge f(X) im ersten Sinne.

dhnlich wie das Bild kann man fiir Teilmengen B C Y das Urbild definieren:
fYB):={z e X: f(z) € B}

In Worten: das Urbild von B ist die Menge derjenigen Elemente aus X, die von f in die Menge
B abgebildet werden. Es ist klar (oder?), dass f~1(Y) = X gilt.

Warnung! Auch wenn es von der Notation her so aussieht, darf das Urbild nicht mit der
Umkehrabbildung verwechselt werden, die nicht in allen Féllen existiert! Denn das Urbild
muss nicht immer ein Element enthalten: wieder mit obigen Beispielen gilt etwa

fﬁl({Q}) :{172}7 fﬁl({273}) :{17273}7 fﬁl({l}) =9
(hierbei bezeichnet @ die leere Menge) sowie im anderen Beispiel
g1 =2,  g'{4h)={-22}, ¢ ([0,9)=[33]

Zu beachten ist, dass Bild und Urbild keine Abbildungen der urspriinglichen Mengen sind,
sondern vielmehr selbst mengenwertig sind!

Aufgabe 5.1. Gegeben sei die Abbildung

f:{1,2,3} - {0,1,2,3,4} durch f(1)=4,f(2) =3, f(3) =4.
Bestimme folgende Mengen:

FUHL2), FH{L2,3)), FH{3D). f7HH4D), 12D, FHHL3Y), ({0, 1,2,4)).

Gegeben sei die Abbildung

g:{-2,0,1,2,3} - {-16,-1,0,1,4,16,81,256}  durch z > 2*
Bestimme folgende Mengen:

9({0,3}), g({-2,2}), g7 ({~16,0,16}), g~ ({~1,4,256}), g~ '({~1,1,81}).

Hausaufgabe 5.2. (Knifflig) Gebe Mengen X und Y und eine Abbildung f : X — Y, sowie
Teilmengen A C X und B C Y an mit

FHfA)#A und  f(fTU(B))#B

Dabei konnen X und Y klein sein, etwa nur drei Elemente haben.

Hausaufgabe 5.3. (Zusatz, langlich, knifflig) Seien X und Y Mengen, f : X — Y eine
Abbildung, A, B C X, C, D C Y. Zeige, oder widerlege durch ein Gegenbeispiel:

fLAUB) = f(A)Uf(B)  f(ANB)=f(A)N[f(B)
fFieuD)=fHo)uf (D) fUCND)=fHC)N YD)
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5.2 Injektiv, surjektiv, bijektiv

Der Umgang mit Bild und Urbild erfordert etwas Ubung, und wie Aufgabe zeigt, ist die
Intuition nicht immer der beste Ratgeber. Solche Phdnomene miissen aber nicht auftreten,
und wenn sie vermieden werden, hat man spezielle Namen fiir die Abbildungen.

Definition 5.1. Seien X und Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Diese heifit injektiv,
falls jedes y € Y hochstens ein Urbild hat. Mit anderen Worten: keinem y werden zwei oder
mehr verschiedene Elemente zugeordnet.

Formal kann man die Injektivitdt einer Abbildung auch so formulieren: sind z, z € X gegeben
mit f(z) = f(z), dann folgt bei einer injektiven Abbildung automatisch = = z.

Ob eine Abbildung injektiv ist oder nicht, hangt allerdings nicht nur von der Abbildungsvor-
schrift, sondern auch von den beteiligten Mengen ab! Betrachte zum Beispiel die Abbildung
f N = N gegeben durch f(n) = n?. Diese Abbildung ist injektiv, denn aus n? = m? folgt
n = m (Ubung!). Betrachtet man aber die Abbildung f : R — R mit f(z) = 22, so ist diese
nicht injektiv, da zum Beispiel f(3) = f(—3), aber 3 # —3.

Definition 5.2. Seien wieder X und Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Diese heifit
surjektiv, wenn es zu jedem y € Y (mindestens) ein x € X gibt mit f(z) = y, d.h. jedes
y € Y soll mindestens ein Urbild haben.

Die Surjektivitat einer Abbildung garantiert nun, dass jedes Element im Wertebereich auch
“getroffen” wird.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f : Rg — R{ gegeben durch f(x) = v/z. Diese ist
surjektiv: sei y € Rar beliebig gegeben, dann ist « := 32 ein Urbild unter f, denn f(z) = /& =

ViE=y.

Injektivitat und Surjektivitdt schlieffen einander nicht aus: wenn jedes y € Y genau ein Ur-
bild unter f hat, dann ist die Abbildung sowohl injektiv als auch surjektiv und wird in diesem
Fall bijektiv genannt. Dann (und nur dann!) kann man wirklich eine Umkehrabbildung
definieren, also eine Abbildung g : Y — X, die f in gewissem Sinn riickgdngig macht, indem
namlich jedem y € Y sein eindeutig bestimmtes Urbild zugeordnet wird. Diese Umkehrab-
bildung wird oft auch mit f~! bezeichnet, was allerdings nicht mit dem Urbild verwechselt
werden darf!

Die Wurzelfunktion aus dem obigen Beispiel ist nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv,
denn falls \/z = 2/, dann folgt durch Quadrieren sofort 2 = z’ (Beachte, dass aufgrund
der Mengen 2 > 0 und 2z’ > 0 gilt!). Die Abbildung ist also bijektiv und y > 32 ist die
Umkehrabbildung.

Zum Schluss des Abschnittes soll noch die Verkettung von Abbildungen definiert werden.
Seien X, Y und Z Mengen und seien Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z gegeben. Dann
kann man die Verkettung (oder Verkniipfung) von f und g wie folgt definieren: die verkettete
Abbildung wird mit go f : X — Z bezeichnet und ist definiert durch

(go f)z):=g(f(z))

46



Dies kann man sich leicht anhand des folgenden Diagramms vorstellen:

x Ly 4 7z

X — &L, 7

Zu guter Letzt noch eine spezielle Abbildung: ist X eine Menge, so gibt es stets die Abbildung
f X — X mit f(x) = z fiir jedes z € X. Diese Abbildung wird oft als Identitat auf X
bezeichnet und mit id x notiert.

Aufgabe 5.4. Welche der folgenden Abbildungen sind injektiv, surjektiv bzw. bijektiv?

a) f:N— Nmit f(n) =n+1.
b) f:R — Rmit f(n) =n+ 1.
¢) f:N—= Nmit f(n) =n?
d) f:R—RJ mit f(z) =22
e) f:R— R mit f(x) = sin(z).

f) f:R{ — Rmit f(z) =3z 7.
Aufgabe 5.5. Gegeben sei die Abbildung
f:{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5} durch f(1) =4, f(2)=1,f3) =2,f(4) =4, f(5) = 1.

Verkleinere Definitionsmenge und Wertemenge so, dass f bijektiv wird. (Dazu gibt es mehrere
Méoglichkeiten. Finde eine, wo Definitions- und Wertebereich moglichst grofi bleiben.)

Gegeben sei die Abbildung
g:{-5,-3,-2,-1,0,2,5} - {-7,0,2,3,4,5,7,9,12,15, 16, 19, 25, 26, 28,30}
durch g(x) := x? + 3. Verkleinere Definitionsmenge und Wertemenge so, dass g bijektiv wird.

Hausaufgabe 5.6. (Knifflig) Finde eine bijektive Abbildung von N nach Z. Was ist die
Umkehrabbildung? (Die Abbildungen diirfen auch mit if-Anweisungen beschrieben werden.)

Hausaufgabe 5.7. (Knifflig) Gebe eine (moglichst einfache) Menge X und zwei Abbildungen
f: X —=>Xund g: X — X an, so dass gilt fog # go f. Ist es auch moglich, f und g bijektiv
mit dieser Eigenschaft zu wihlen?

5.3 Umkehrfunktionen

Mit Hilfe der Identitdt kann nun die Umkehrabbildung formal sauber definiert werden:

Definition 5.3. Seien X und Y Mengen und f : X — Y eine bijektive Abbildung. Die
Umkehrabbildung ¢ : Y — X ist durch die Eigenschaften

gof=idx und fog=idy

eindeutig bestimmt.
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Mit anderen Worten: verkettet man eine bijektive Abbildung mit ihrer Umkehrabbildung,
erhélt man immer die Identitét.

Wir sahen in Kap. 77 bereits einfache Umkehrabbildungen. Abbildungen von R nach R heiflen
auch oft Funktionen. Deren Umkehrabbildungen heiflen daher oft Umkehrfunktionen. Zu f :
R — R lasst sich also die Umkehrfunktion bilden, wenn f bijektiv ist. Dazu miissen evtl
Definitionsmenge und Bildmenge verkleinert werden. Dann kénnen wir ein eindeutiges f~!

finden mit f~1(f(z)) = .

Manchmal sind die Umkehrabbildungen einfach zu finden. Z.B. ist fiir f : Rg — Rg , fz) =22
die Umkehrfunktion f~!: R — Ry, f~1(z) = /z (s. Kap . Was sind die Umkehrfunktio-

nen von
e f:RoR, f(z)=2+17
e g:RT - RT, g(z) = /a7
o h:RY —[2,00[, h(z) = oz +1+ 17

£ . £ _ _1
[ ] f . RJ’_ —>]07 1], f(.'L') = m?
Im Allgemeinen berechnet man das so: Schreibe y = f(z), stelle nach = um (d.h. forme um,
bis da steht = - -, und rechts kommt kein = mehr vor.) Fiir’s dritte Beispiel also:

y=vVr+l+l e y-1P3=z+1 & (y-1P>-1==z
alsoh LR =R, A~ (z) = (z - 1)3 - 1.

Aufgabe 5.8. Bilde die Umkehrfunktionen der folgenden Funktionen. Verkleinere bei Bedarf

Definitions- oder Zielbereich.
4. f:RT =R, f(z)=2%—6x+10
I. f:R—=R, f(z)=2zx-1
5. f:R =R, f(:v):m
2. f:R—=R, f(x>:xi+1
6. f:RT =R, f(x) =z + V22 (knifflig)

7. f:R=R, flx) =2 +42%2 +1

3. f:RT =R, f(z) =21

Anschaulich kann man den Graphen der Umkehrfunktion f~! vom Graphen der urspriinglichen
Funktion f ableiten: Man muss den Graphen von f einfach an der Winkelhalbierenden zwi-
schen (positiver) z— und y—Achse spiegeln. Vgl. Abb.

Wie sieht das aus bei....

Exponentialfunktion: Ist exp : R — R injektiv? Ja (Vgl. Bild . Ist exp surjektiv? Nein,
denn die Funktionswerte sind alle positiv. Um exp surjektiv zu machen, miissen wir also die
Zielmenge verkleinern:

exp: R — R, exp(z) = ...

Jetzt lasst sich f~! bilden. Allerdings kénnen wir f~! zwar hinmalen, aber nicht mittels exp,
Polynomen, sin, cos ... ausdriicken. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion bekommt
einen Namen: natiirlicher Logarithmus, kurz: In (fiir “logarithmus naturalis”) und ist defi-
niert als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Definitionsmenge und Bildmenge tauschen
ihre Rollen, also ist

In:RT = R, In(z) := exp (x)
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Abbildung 3: Rot bzw oben: die Exponentialfunktion exp. Blau bzw unten: ihre Umkehrfunk-
tion In. In gelb (bzw hell) die Winkelhalbierende der Koordinatenachsen.

(wobei -1 hier wieder bedeutet: Umkehrfunktion, nicht “1 durch ...”). Ein paar Funktionswerte
sind klar:

e In(1) =0, denn exp(0) = 1.

e In(e) =1, denn exp(l) =e.

e In(1) =—1, denn exp(-1) = et = 1.
Allerdings lésst sich der Logarithmus als Potenzreihe schreiben: (etwas getrickst In(x + 1),
sonst nicht konvergent)

2 3 4

o k
ln(1+x):Z(—1)k+l%:x—%+%—%+-~ ( fiir 2| < 1)
k=1

5.4 Prominente Funktionen: Sinus, Kosinus und Kollegen

Do not worry about your difficulties in Mathematics. I can assure you mine are
still greater.
Daniela Katzenberger

In der Analysis spielen Funktionen, deren Definitions- und Zielbereich R ist (oder Teilmengen
davon, etwa Intervalle), eine zentrale Rolle. Es gibt ein paar Funktionen, die immer wieder
auftauchen. Eine grofe Klasse einfacher Beispiele sind Polynome: ein Polynom (oder auch
ganzrationale Funktion) ist eine Funktion der Form ), , apx®. Also anz™ + an_1z" ' +
oo+ agx® + a1 + ag, wobei a; € R. Z.B.sind f: R =R, f(z) =22+1,9g: R =R, g(z) =
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—723 + 1522 — %:r +mund h: R — R, h(z) = 0,12° — 10’723 — 1 Polynome. Die sollten in
etwa aus der Schule bekannt sein, das behandeln wir hier nicht.

Eine kompliziertere Klasse von Funktionen sind gebrochen rationale Funktionen, die ha-

: Pol : 2
ben die Form andergsyfr’lglr;nom' ZB.sind f : R = R, f(x) = gfﬁjll, g: R = Rgz) =

xz74+100x® —z3 41 . _ \2zP—g? : : .
o S g S und h: R — R,h(m) = ¥ riz+x gebrochen rationale Funktionen. Hier wol-

len wir aber auf ein paar weitere Funktionen eingehen, die keine Polynome oder gebrochen
rationale Funktionen sind.

Eine wichtige Funktion ist natiirlich die Exponentialfunktion aus dem letzten Kapitel. Aus
all diesen kann man durch Kombination (plus, mal, geteilt, ineinander einsetzen...) weitere

2
. . . z°+z+1 3
Funktionen gewinnen, wie etwa &5——3%
’ Teéte T

Die trigonometrischen oder Winkelfunktionen Sinus, Cosinus und Tangens (um die wichtigsten
zu nennen) sind vielleicht schon aus der Schule bekannt. Allerdings ist die Notation und der
Gebrauch an der Uni etwas anders als gewohnt, weshalb hier kurz darauf eingegangen werden
soll.

Es gibt eine ganze Reihe verschiedener Moglichkeiten, wie die Winkelfunktionen definiert wer-
den. Oben haben wir schon angedeutet, dass sin und cos als Potenzreihen definiert werden
konnen. Der Transparenz halber sollen sie jetzt aber als Funktionen am Einheitskreis verstan-
den werden:

Ay

(cosa,sina)
sinal
1/
o\ |

+ >

coso | x

Der Vorteil hiervon ist, dass die Funktion sin und cos damit automatisch fiir alle reellen Werte
fiir a erklért werden konnen, also auch fiir Winkel, die grofler als 90° sind oder sogar fiir
negative Winkel. Hierbei gilt, wie man direkt ablesen kann:

sin(—a) = —sina cos(—a) = cos

Bleibt die Frage, in welcher Einheit der Winkel o angegeben werden soll. Gewohnt ist man
hierbei das sogenannte Gradmaf}; bei dem der Vollkreis in 360 Teile eingeteilt wird und die
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Winkel entsprechend in “Grad” angegeben werden, ein rechter Winkel entspricht also zum
Beispiel 90°.

Diese Art Winkel zu messen ist an der Uni allerdings uniiblich. Statt dessen begegnet einem
hier in erster Linie das Bogenmaf}. Bei dieser Einheit werden Winkel in der Lénge des Kreis-
bogens notiert, den sie abstecken, wobei angenommen wird, dass der Kreis den Radius 1 hat.
Dem Vollkreis entspricht also im Bogenmafl der Winkel 27 (denn das ist genau der Umfang
eines Kreises mit Radius 1) und ein rechter Winkel wird als § notiert.

Das erscheint anfangs gewohnungsbediirftig, ist aber keine grofie Sache, selbst der Taschen-
rechner lasst sich per Knopfdruck umschalten. Und es ist ja auch nicht schwer, zwischen den
MafBlen umzurechnen, der Faktor betrdgt ndmlich einfach

27 ™

360 180
Mit anderen Worten: ist ein Winkel im Gradmaf gegeben, so muss er nur mit ;g5 multipliziert
werden und ist damit ins Bogenmafl umgerechnet. Umgekehrt geht es natiirlich genauso: ist
ein Winkel im Bogenmafl notiert, so rechnet man ihn ins Gradmafl um, indem man ihn mit

1;& multipliziert.

Einige Winkel kann man sich vielleicht so sogar leichter merken:

<:E;}__ /6 3n/2//i:>
om /4
- /3 /2 ‘\TL’/Z
7/5 4m/3 Snt/4
/4
27'[/5 71'/3

3n/5 2m/3 3n/4

Allgemeiner ist der Innenwinkel in einem reguldren n-Eck immer ”77277. (“regular” heifit: Alle
Seiten gleich lang, alle Innenwinkel gleich.)

Ein weiterer Vorteil der Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis ist, dass der Satz
des Pythagoras eine wichtige Identitét liefert. Fiir alle reellen Zahlen z gilt nédmlich:

2

sinx +cos’x =1

Hierbei ist sin? z eine Kurzschreibweise fiir (sin(z))2. Diese Vereinbarung hilft, Klammern zu
sparen.

Weil Sinus und Kosinus ja nun fiir alle reellen Zahlen definiert ist, konnen wir den Graph
dieser Funktionen zeichnen. Der sieht so aus:
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Ein paar Werte lohnt es sich zu merken: Offenbar ist sin(0) = 0, allgemeiner sin(7) = sin(27) =
0, noch allgemeiner sin(km) = 0 fiir alle & € Z. Aulerdem wiederholt sich der Graph periodisch:
Zwischen 27 und 47 sieht er genau so aus wie zwischen 0 und 27. Genauer gilt:

sin(z + k27) =sin(z) fir k € Z.

Der Graph des Kosinus sieht genau so aus wie der des Sinus, ist aber um ein Stiick nach links
verschoben. Genauer: um 7.

cos(x — g) = sin(z)
Auflerdem gilt (was man am Graph sieht, aber uch am Einheitskreis)
cos(—x) = cos(x), sin(—z) = —sin(z).

Merkt man sich dazu noch die Werte im folgenden Merkschema, dann kann man sich einen
Sinus-Graphen malen, wann immer man einen braucht.

o [0 =z = = =z
sin(a) | Y2 VI vZ o2 I

Der Tangens ist nun einfach zu erklédren: er ist das Verhéltnis der Langen “Gegenkathete

durch Ankathete”, also
sin T

tanx =
cosx

Wieder eine Vereinbarung, um Klammern zu sparen: sinz heifit dasselbe wie sin(z), wenn
Missverstdndnisse ausgeschlossen sind.

Zum Schluss noch die Additionstheoreme von Sinus und Cosinus:

sin(zx +y) = sinx-cosy+ cosz-siny

cos(z+y) = cosz-cosy—sinz-siny
Wer sich diese Formeln nicht ohne weiteres merken kann, der sei beruhigt: ich auch nicht.
Diese Formeln finden sich aber in jedem Nachschlagewerk, sei es auf Papier, sei es online.

Es ist moglich (aber relativ aufwéndig), diese mit geometrischen Mitteln zu beweisen. Einfa-
cher und eleganter sind Beweise mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion oder Matrizen-
rechnung, auf die wir evtl. spater noch eingehen.

Aufgabe 5.9. Zeige die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:

_1
cos2zx”

1. 1+ tan?z =
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2. tanz = % (fir z €], 5)

__ tanwzttany _ tanz—tany
3. tan(z +y) = T tanztangy’ tan(z —y) = T+tanz tany

2tanx
1+tan? z

4. sin2x = 2sinxcosx =

5. sin?f = 1=cgs20

Zusatz: Aus einem Abschlussexamen des Jahres 1837: (“Trigonometry and Popular Astrono-
my” der Universitdt Durham, England): Zeige

1. cos20 = 2cos?f—1 (als Hilfe ist nur angegeben: sin(z +%) = sin - cos i+ cos x -sin y)

_ 1—cos 26
2. tanf = TTcos20

AuBlerdem gab es in dem Examen noch welche, die schwieriger sind (bei 3 habe ich keine Idee,
wie es geht; Nr 4 geht mit vollstandiger Induktion, aber die v/—1 wird erst im néachsten Kapitel
erklart):

1

xm/n

4. Zeigen Sie de Moivres Formel: (cosa £+ /—1sina)™ = cos(ma) £ /—1sin(ma); sowie ein
paar weitere.

3. Falls z + 1 = 2cosa, so ist ™™ 4 = 2cos(a) (mit m,n € N)

Bemerkung 5.4. Neben Sinus, Kosinus und Tangens gibt es noch etliche weitere trigono-
moetrische Funktionen. Die anderen sind aber leicht auf dieses drei zuriickzufiihren. Es ist z.B.
der Kotangens cot(z) = —1—, ader der Sekans sec(z) = =-—. Die braucht man nicht wirklich
zu lernen, wenn man die drei urspriinglichen kennt. Anders sieht es aus bei:

Umkehrfunktionen von Sinus und Kosinus: Sind sin : R — R und cos : R — R bijektiv?
Kaum. Beide sind weder injektiv noch surjektiv.

Also schriankt man die Definitions- und Zielmengen geeignet ein: sin : [-3, 5] — [~1,1],
cos : [0,m] — [—1,1]. Dann sind die Umkehrfunktionen dadurch gegeben. Die tauchen ofter
mal auf, daher haben die auch spezielle Namen: arccos := cos™!, arcsin := sin~!. Die

Graphen sehen so aus:
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Y

cos(X)

Definitions- und Zielmengen sehen also so aus: arccos : [—1,1] — [0, 7], arcsin : [-1,1] —
[—5, 5]. Die Funktionen arccos und arcsin kann man nicht einfach durch andere Funktionen

ausdriicken. Man kann sie allerdings als Potenzreihen schreiben. Das muss man sich nicht

merken, aber um zu zeigen, dass es geht:

o0 2k - 1 " .’E2k+1 oo 2% Qki-‘rl
arcsin(z kzo Ol 2%k +1 < > 4F(2k + 1)
ol x3+1-3 x5+1-3-5 7+
T2 3 T4 T2 46 7
o0 (o)
T (2k — DN g2+ g 2k\  xkHl
arceos(r) = 5 = kzo QR 2k+1 2 Z% FCk+1)

Dabei ist n!! die “Doppelfakultét”,

" n-(n—2)-(n—4)-...-2 fir n gerade,
nll =
n-(n—2)-(n—4)-...-1 fir n ungerade,

Tangens Auch der Tangens ist nicht bijektiv: er ist zwar surjektiv (also: alle reellen Zahlen
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kommen als Funktionswert des Tangens dran), aber nicht injektiv:

tan(z) g

Offenbar gilt
tan(z) = tan(x + km) (k€ Z)

Also insbesondere z.B. tan(0) = 0 = tan(w) (also nicht injektiv). Man kann den Tangens etwa
folgendermafien bijektiv machen: tan : [-7, 5] — R. Die Umkehrfunktion heift Arcustan-
gens, kurz arctan. Definitions- und Zielmenge sehen so aus: arctan : R =] — 7, 7[. Der Graph

sieht so aus:

tan(x)

Auch den Arcustangens kann man als Potenzreihe schreiben, die ist sogar recht simpel:

o0 p2k+1 1 1 1
arctanz = kz_o(—l)k2k it §x3 + 5;105 — ?aﬂ 4.

Damit kann man iibrigens den Wert von 7 berechnen: Wegen tan(j) = 1 (Wieso?) ist ja
arctan(1l) = 7. Also ist

1 1 1
m = 4arctan(l) = 4(1z — §:L‘3 + gCL‘S - 5907 +---
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6 Zahlbereiche: N, Z, Q, R, C

Du wolltest Algebra - da hast Du den Salat
Tim Mélzer

6.1 Von Gruppen und Koérpern — Q

Im folgenden Kapitel wollen wir Verallgemeinerungen des Zahlbegriffes ansehen, die im Laufe
der mathematischen Entwicklung stattfanden. Die natiirlichen Zahlen, mit denen man ganze
Grofien zahlt, stoBlen schnell an ihre Grenzen.

Es gibt auf der Menge Ny der natiirlichen Zahlen inklusive 0 eine sogenannte Verkniipfung,
namlich +. Das bedeutet, dass zu zwei Zahlen n,m € Ny eine dritte Zahl (n + m) € Ny
existiert, die eindeutig bestimmt ist. Die 0 spielt fiir diese Verkniipfung eine Sonderrolle: es
handelt sich um ein sogenanntes ‘neutrales Element”, d.h. die Addition von 0 &ndert eine
natiirliche Zahl nicht. Fiir alle n € Ny gilt

n+0=0+n=mn. Deshalb gilt:

‘ No (mit +) ist ein Monoid

Die natiirlichen Zahlen mit 0 bilden beziiglich + eine Struktur, die man Monoid nennt. Die
allgemeine Definition sieht folgendermafien aus:

Definition 6.1. Sei M eine Menge und o : M x M — M eine Verkniipfung auf M. Dann
nennt man M einen Monoid, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) Assoziativitéat: Es gilt (aob)oc=ao (boc) fir alle a,b,c € M.

ii) Neutrales Element: Es gibt ein Element e € M, so dass fir alle m € M gilt: eom =
moe=m.

Diese Definition verallgemeinert und abstrahiert einige der Eigenschaften der Addition von
natiirlichen Zahlen. Warum diese Abstraktion wichtig ist, zeigt sich daran, dass diese beiden
formalen Eigenschaften auch von Strukturen erfiillt werden, von denen man es vielleicht nicht
erwartet und die wir zum Teil auch schon kennen.

Ist zum Beispiel X eine Menge, dann kann man die Menge der Abbildungen von X in sich
betrachten:
Abb(X, X)={f: X — X}

Auf dieser Menge gibt es eine Verkniipfung o, die wir in Absghnitt schon kennengelernt ha-
ben, die Verkettung von Abbildungen. Diese ist assoziativ (Ubung!) und das neutrale Element
ist die Identitat idx. Die Menge Abb(X, X)) ist also ein Monoid.

FEin anderes Beispiel spielt in der theoretischen Informatik eine gewisse Rolle:

Beispiel 6.2. Sei ¥ eine endliche Menge von Zeichen (das sogenannte Alphabet), dann be-
trachte folgende Menge sogenannter Worte iiber X:

W(Z):{al...ak:k‘ENo,aieZ}
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Diese Menge kann man sich als Strings (also Zeichenketten) iiber dem gegebenen Alphabet
> vorstellen. Beachte, dass auch die leere Zeichenkette, also das Wort der Lange 0 zugelassen
ist. Zur Verdeutlichung bezeichnet man dieses oft mit ¢.

Um W(X) als Monoiden zu identifizieren benétigen wir noch eine Verkniipfung: die Konka-
tenation (Hintereinanderreihung) von Worten. Sind also a; ... a und by ... b Worte iiber X,
so definiere

(al...ak)o(bl...bl) :al...akbl...bl

Es ist nicht schwer zu sehen (oder?), dass diese Verkniipfung assoziativ ist und dass das leere
Wort e das neutrale Element ist.

Zuriick zu den natiirlichen Zahlen und der Verkniipfung +. Um die Operation des Addierens
“riickgangig” machen zu kénnen, braucht man negative Zahlen. Diese werden in gewisser Weise
einfach “hinzuerfunden” zu jeder natiirlichen Zahl n € Ny erkldrt man die Existenz einer
negativen Zahl —n, fiir die dann gelten soll:

Die Menge aller positiven und negativen Zahlen nennt man dann schlicht die Menge der
“ganzen Zahlen” und kiirzt sie mit dem Buchstaben Z ab:

Z={.,-3-2-10123,..}

‘ Z (mit +) ist eine Gruppe ‘

Definition 6.3. Sei GG eine Menge mit einer Verkniipfung o : G x G — G. Dann heifit G eine
Gruppe, falls gilt:
i) Assoziativitat: Es gilt (aob)oc=ao (boc) fir alle a,b,c € G.
ii) Neutrales Element: Es gibt ein Element e € G, so dass fiir alle g € G gilt: eog = goe = g.
1

iii) Inverses Element: Zu jedem g € G gibt es ein Element g~! € G, so dass gilt: go g~ =
-1
g og=e

G heifit auBlerdem abelsch, falls gilt: Va,b € G: aob=boa.

In den Vorlesungen wird es spéter oft euch selbst iiberlassen, Wichtiges
von Unwichtigem zu unterscheiden. Lernt dies! Hier helfen wir noch:
Monoide sind eher unwichtig. Gruppen sind ziemlich wichtig.

Auf der Menge der ganzen Zahlen gibt es allerdings noch eine zweite Verkniipfung, néamlich
“7 flir beliebige ganze Zahlen u,v € 7Z ist das Produkt u - v definiert und wieder eine ganze
Zahl. Fiir diese Verkniipfung iibernimmt die 1 die Rolle des neutralen Elementes. Fiir alle
u € Z gilt
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Und wieder fehlt in Z fiir die meisten Zahlen das sogenannte Inverse, um die Operation
riickgéngig zu machen. Daher fithrt man eine symbolische Schreibweise ein und erklért fiir ein
u € Z mit u # 0 einfach die Existenz einer “Zahl” %, fiir die gelten soll:

1
u-—=—-u=1
u

o &

Die 0 muss man hierbei fortlassen, da a -0 =
Inverses besitzen kann.

fiir alle Zahlen a gilt und die 0 folglich kein

Wenn diese Uberlegungen konsequent fortgesetzt werden, erhélt man die Menge der rationalen
Zahlen, die mit Q abgekiirzt wird:

Qz{%:U,’UGZ,U#O}

‘ Q (mit + und -) ist ein Kérper ‘

Definition 6.4. Eine Menge K mit zwei Rechenoperationen & und ® heifit Kérper, falls

1. (K,®) ist eine abelsche Gruppe
2. (K'\ {0},®) ist eine abelsche Gruppe

3. Va,bce K: a0 (b®dc)=a0b®abde

Dabei steht “0” fiir das neutrale Element in (K, ®).

6.2 Das Fiillen der Liicken — R

Die rationalen Zahlen kann man sich als Verhéltnis von Groflen vorstellen. Den Griechen
war die Menge der positiven rationalen Zahlen bekannt und sie glaubten auch, dass sich jede
vorstellbare Grofe als Verhéltnis (also als Bruch) darstellen ldsst.

Leider ist das nicht richtig: der Satz des Pythagoras sagt, dass die Lange der Diagonale im
Einheitsquadrat eine Gréfe a ist mit der Eigenschaft a? = 2. Es gibt aber keine rationale Zahl
mit dieser Eigenschaft. Der Beweis funktioniert am besten iiber einen Widerspruch.

Satz 6.5. v/2 ¢ Q.

Beweis. Angenommen es gibt eine positive Zahl a € Q mit a®> = 2. Dann lisst sich a als
gekiirzter Bruch schreiben:

a="2 mit p, q € Z teilerfremd
q

Es gilt aber

q

Damit ist p? eine gerade Zahl. Dann muss aber auch p gerade sein, denn das Quadrat einer
ungeraden Zahl ist stets ungerade:

2 2
a2:<p> :%:2 <:>p2:2q2

(2n+1)2 =4n? +4n+1
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Da also p selbst eine gerade Zahl ist, gibt es eine Zahl » € Z mit p = 2r. Dies eingesetzt ergibt:
(2r)? =2¢% = 4 =2¢° = 2% =¢°

Also ist ¢ gerade und demnach, mit demselben Argument wie oben, auch g.

Das aber ist ein Widerspruch! Denn wenn p und ¢ beide gerade sind, sind beide durch 2 teilbar
- wir hatten aber vorausgesetzt, dass die Darstellung von a als Bruch gekiirzt ist, d.h. p und
q sollten teilerfremd sein. Widerspruch. O

Wieder haben wir also eine Grofle, die in unserer bisherigen Zahlenmenge nicht vorkommt.
Aber die Prozedur ist die gleiche wie vorher: wir erfinden ein Symbol fiir diese Grofie (in
diesem Fall v/2) und nehmen solcherlei Elemente einfach mit auf. Die gréfere Menge, die wir
erhalten, nennen wir dann R: die Menge der reellen Zahlen.

In Wahrheit ist die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen um einiges komplizier-
ter. Man kann es sich ungefdhr so vorstellen: jede der neuen reellen Zahlen kann man beliebig
gut durch rationale Zahlen approximieren, d.h. anndhern. Konkret heifit dies, dass in jeder
noch so kleinen Umgebung einer reellen Zahl auf der Zahlengeraden unendlich viele rationale
Zahlen liegen. Die reellen Zahlen fiillen quasi die Liicken zwischen den rationalen Zahlen aus.

Genauer gesprochen gilt: betrachtet man Folgen in Q, so gibt es darunter solche, die zwar
konvergieren sollten, weil die Abstdnde der Folgenglieder immer geringer werden, es aber
dennoch nicht tun, weil ihr Grenzwert keine rationale Zahl ist. So kann man beispielsweise
eine Folge rationaler Zahlen angeben, die gegen v/2 konvergiert. Man erhilt die reellen Zahlen
nun aus den rationalen, indem man alle diese “fehlenden Grenzwerte” hinzunimmt, man spricht
in diesem Zusammenhang auch von einer Vervollstindigung.

Eine andere Art, die reellen Zahlen aufzufassen, ist die Entwicklung als Dezimalbriiche: man
betrachtet die Menge aller “Zahlen” der Form

agdgp—1...a100,3-10—-2 . ..

Dabei sind die a; € {0,1,...,9} die Ziffern. Gemeint ist mit obigem Ausdruck natiirlich
eigentlich folgende Reihe:

o Qs
—1
Z 10°

i=—k

Nicht alle Zahlen dieser Form sind rational: wann immer man von einem Bruch ausgeht, ent-
steht eine Dezimalzahl, die periodisch ist, also ab einem Punkt wiederholen sich die Ziffern-
folgen. Die reellen Zahlen kann man also als Menge aller (periodischer und nicht periodischer)
Dezimalzahlen auffassen.

Eine detailliertere Behandlung der reellen Zahlen wiirde den Rahmen des Vorkurses bei Wei-
tem sprengen. In beinahe jedem Lehrbuch der Analysis wird dieses Thema mehr oder weniger
ausfiihrlich behandelt, Interessierte seien also darauf verwiesen. Auflerdem wird die Konstruk-
tion der reellen Zahlen mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit auch Gegenstand der
Mathematikvorlesung im kommenden Semester sein.

Hausaufgabe 6.1. (zum Knobeln) Gibt es irrationale Zahlen a,b € R\Q mit a® € Q?
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6.3 Die fehlenden Wurzeln — C

Schon in der Schule lernt man, dass das Produkt zweier negativer Zahlen positiv ist, ebenso
wie das Produkt zweier positiver Zahlen. Es folgt, dass fiir jede reelle Zahl a € R gilt:

a? >0
Das bedeutet auch, dass die Gleichung 22 + 1 = 0 keine Losungen besitzt, oder anders ausge-
driickt: es existiert keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich (—1) ist.

Diese Liicke schlielen wir nun auf folgende Art: wir fithren eine neue Zahl 7 ein, fiir die gelten
soll:
i = -1

Diese Zahl heif3t imagindre Einheit. Den neu erschlossenen Zahlbereich nennen wir dann Menge
der komplexen Zahlen und kiirzen diese mit dem Buchstaben C ab:

C={a+bi:a,beR}
Man kann also jede komplexe Zahl als Summe a + b - ¢ darstellen, wobei a und b reelle Zahlen
sind. Man nennt a den Realteil und b den Imagindrteil der komplexen Zahl z = a + b.

Ist das Problem des Wurzelziehens denn nun vollstdndig gelost? Die Wurzel aus (—1) kénnen
wir ziehen, wie sicht es mit anderen negativen Zahlen aus? Sei dazu a € Ra“ eine beliebige
positive Zahl. Dann kénnen wir nun die Wurzel aus —a wie folgt ziehen:

V=a=(D-a=v--va=i-vaeC

(Obacht, manche Leute mogen die Schreibweise nicht: die Wurzelfunktion ist eine Funktion,
und darf daher nur einen Wert haben. Daher ist die Wurzel als Funktion strenggenommen nur
auf den positiven reellen Zahlen definiert. Aber die Gleichung 2 = 1 hat ja zwei Losungen:
neben i auch —i. Manche Dozenten trennen das, und man darf nicht v/a schreiben, falls a < 0.)

Und wie sieht es mit unseren Verknipfungen aus? Wenn man die iiblichen Rechenregeln zu-
grundelegt, kann man Summe und Produkt von komplexen Zahlen ganz einfach erkléren:

(a+1ib)+ (c+id) = (a+c)+i-(b+d)
Und ebenso
(a+1b) - (¢ + id) = ac + iad 4 ibc 4 i2bd = (ac — bd) + i - (ad + bc)

Es gibt auch die Moglichkeit, sich die komplexen Zahlen graphisch vorzustellen. Wo die reellen
Zahlen eine Zahlengerade bilden, sind die komplexen Zahlen Punkte in einer Ebene:

3 54+4i
:E.
S 14+3i
© |
£
' 4+i
© '~ Realteil
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Die Addition der komplexen Zahlen ist dann die gewohnliche Vektoraddition, wie sie im Ka-
pitel iiber Lineare Algebra noch behandelt wird. Die Multiplikation hingegen ist ein wenig
komplizierter, aber so, wie man sich das denken wiirde:

(a + bi)(c + di) = ac + bei + adi + bdi? = (ac — bd) + (be + ad)i
Also etwa (2 —i)(3+2i) =6 +4i —3i — 22 =6+ 24 1i = 8 +i.

Um bequem mit komplexen Zahlen rechnen zu koénnen, behandeln wir am Schluss noch ein
paar Tricks. Eine wichtige Frage ist oft die Folgende: ist z = a 4 ib gegeben, wie bestimme ich
dann %? Oder konkreter ausgedriickt méchte man auch % gern in der Form c¢ + id schreiben,
aber wie ermittelt man ¢ und d?

Zu diesem Zweck ist es niitzlich, die sogenannte komplexe Konjugation einer Zahl zu betrach-
ten. Dahinter verbirgt sich nichts Mysterioses, es handelt sich lediglich um eine Spiegelung an
der reellen Achse: ist z = a 4 b, so ist das komplex Konjugierte z definiert durch

Z=a+th=a—1b

Mit anderen Worten: der Realteil bleibt erhalten, der Imaginéarteil wird durch sein Negatives
ersetzt.

Im
A .
zZ=X+1
V- ‘ Y
r/ |
\@ |
oo % > e
r\ |
4 .
Z=x-iy

Auf den ersten Blick ist das nicht so spektakulér, aber die Wichtigkeit wird durch folgende
Formel deutlich:
z-zZ2=(a+ib) - (a—ib) =a®> +b* =|2)* €R

Das Produkt einer Zahl mit ihrem komplex Konjugierten ist also reell. Das ist geometrisch
sofort einleuchtend, die Winkel heben sich so auf, dass das Ergebnis auf der reellen Achse
liegt. Mit Hilfe dieses Tricks lésst sich die obige Aufgabe aber leicht 16sen: wir erweitern den
Bruch % einfach mit z:

1 1 z z a —b

atib 2z z-z \z|2_a2+62+za2+b2

6.4 Polarkoordinaten

Um Multiplikation komplexer Zahlen besser zu verstehen, betrachten wir komplexe Zahlen
mit Hilfe von sogenannten Polarkoordinaten. Dabei beschreiben wir eine komplexe Zahl (also
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anschaulich einen Punkt in der (komplexen) Ebene) nicht durch z- und y-Koordinaten (die
heiflen auch kartesische Koordinaten, heifit einfach “Ost-West” und “Nord-Siid”), sondern
durch “Richtung” und “Entfernung”. Die Richtung geben wir durch den Winkel ¢ mit der
z-Achse an, die Entfernung ist die Entfernung von 0 zum betrachteten Punkt.

0 x » Re

Ist z = a + ib eine komplexe Zahl, so nennt man die positive reelle Zahl |z| = va? 4+ b? den
Betrag von z. Das ist gerade die Entfernung zwischen z und 0. Konkret kann diese komplexe
Zahl also geschrieben werden als

|z| - cos+i-|z|-sinp = |z|-(cosg+i-singp)
Ein wichtiger Zusammenhang zwischen Exponential- und (Ko-)Sinusfunktion ist die Euler-
sche Formel:
cosp+i-sinp = e'?
Damit kann man eine komplexe Zahl also kurz so schreiben:
|2]e"
Ist eine komplexe Zahl in dieser Schreibweise gegeben, sagt man, die Zahl ist in Polarkoor-
dinaten gegeben. Die suggestive Schreibweise als Potenz macht Sinn, da folgendes gilt:
P . B — il th)
Wer mag, kann dies mit Hilfe der Additionstheoreme von Sinus und Cosinus nachrechnen.
Diese Formeln erlauben aber jetzt die Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen:

(r-e%)(s-eP)=(r-s)- RICETE)
In Worten: werden zwei komplexe Zahlen miteinander multipliziert, so multiplizieren sich ihre
Léngen und ihre Winkel addieren sich.
Die Umrechnungsformeln von kartesischen in Polarkoordinaten und umgekehrt:

3 fira>0

arctang—i—ﬂ fira<0, b>0
z =a+ib dann z = /a2 + b2 e mit ¢ = arctang—ﬂ fira<0, b<0
+7/2 fira=0, b6>0
—m/2 fira=0, b<0

.
arctan

z =re'¥ dann z = rcosp + (rsiny)i
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Beim arctan muss man etwas aufpassen, welche Vorzeichen a und b haben. Nur daher sieht
die Formel oben so kompliziert aus. Fiir a = 0 und b = 0 gibt’s nix umzurechnen, 0 ist 0.

Polarkoordinaten erlauben uns, die Losung des folgenden Problems zu erraten: was ist v/i?
Miissen wir hier schon wieder unsere Menge erweitern? Hort der Prozess erst auf, wenn uns
die Buchstaben ausgehen?

Zum Gliick ist v/i wieder eine komplexe Zahl. Und die Formel der Multiplikation oben verrit
uns, dass sie die Lange 1 haben muss (denn ¢ hat die Lange 1 und die Langen multiplizieren
sich ja) und einen Winkel von 45 Grad (oder 7 im Bogenmaf} ausgedriickt.) Und eine solche
Zahl gibt es wirklich:

- 1+
vi= V2

Die Probe zeigt, dass wir richtig liegen:

1+i\> (142 1+2-1
_— = = =1
V2 2 2

Aufgabe 6.2. Vereinfache die folgenden komplexen Ausdriicke, genauer: bringe sie auf die
Form a + bi.

i(1—14), (2419)(2—1), (T+4)(7—4i)—8+)8—14), (i—1)72 @1-i)t (1+V30)?

Hausaufgabe 6.3. Lose die Gleichung (a + ib)? = i. Wie viele Losungen gibt es? Wo liegen
sie in der Ebene?

Aufgabe 6.4. Bestimme alle Losungen der Gleichung z* = 1 in C. Was fillt auf? Wo liegen
die Ergebnisse geometrisch?

Aufgabe 6.5. Schreibe folgende komplexe Zahlen in der Form a + ib:

1+ 1 247  1-Ti 5—i 4i+3 (20 +1)24+1 (1) 1+
9 Zv?

1—i 3—4" —-1-2" 1-2i"° 2-3i" (1-2i)2 (i +1)2 Q V2

(Die letzte ist kniffliger als die anderen. Dort gibt es auch mehr als eine Losung. Dann reicht
eine beliebige.)

Hausaufgabe 6.6. (Zusatz) Sei ( € C (Zeta) eine komplexe Zahl mit (" = 1 fiir ein n € N und
¢ # 1. (Eine solche Zahl heifit auch n-te Einheitswurzel.) Berechne den folgenden Ausdruck:

n—1
> ¢
k=0
Aufgabe 6.7. 1. Rechne folgende komplexe Zahlen in Polarkoordinaten in kartesische Ko-

ordinaten um:
) . e Y o .
3_€7rz’ 2. ¢ 7rz’ 5'621, 2'661, el-l—m’ ZZ, _6371'@_

2. Rechne folgende komplexe Zahlen in kartesischen Koordinaten in in Polarkoordinaten
um: 149
5 ' VB4, V24 V2
—1
Hausaufgabe 6.8. (Zusatz) Zeige: cl(Pth) = ¢iv . B, (Es ist hilfreich, Fakten aus den vor-
angegangenen Kapiteln zu nutzen.)

144, (1—-1)?,

63



7 Uberblick Mathe I Lineare Algebra

Eine mathematische Aufgabe kann manchmal genauso unterhaltsam sein wie ein
Kreuzwortrdtsel und angespannte geistige Arbeit kann eine ebenso wiinschenswerte
Ubung sein wie ein schnelles Tennisspiel.

Boris Becker

Die Mathematikvorlesung Mathe I im ersten Semester in der (genauer: “Mathematik fiir Natur-
wissenschaften I” laut ekVV, “Mathematik fiir Informatik I” laut Modulhandbuch) ist thema-
tisch klar in zwei Teile gegliedert: Lineare Algebra (Lineare Gleichungssysteme, Vektorrdume,
Matrizen) und Analysis (Folgen und Reihen, stetige Funktionen, Ableitung, Integral). Im
LinA-Teil der Vorlesung passiert in etwa folgendes:

I Vektorraume
e Gruppen
e Korper
e Vektorraume

e Dazu: Linearkombination, lineare Hiille (=Spann), linear unabhéngig, Erzeugenden-
system, Basis, Untervektorraum

II Komplexe Zahlen
IIT Lineare Abbildungen

e lineare Abbildung, Isomorphismus
IV Lineare Abbildungen und Matrizen
e Matrizen, Typen von Matrizen, Rang, inverse Matrix,...

e Satz: jede lineare Abbildung wird von Matrix beschrieben, jede Matrix liefert lineare
Abbildungen

o Weitere Zusammenhénge Matrizen, lineare Abbildungen, Inverse, Rang...

Das wollen wir im Folgenden etwas beleuchten. So richtig interessant wird Lineare Algebra
erst im zweiten Semester, da kommen Determinanten, Eigenwerte, Orthogonalitat; das ist das,
was man hinterher im Studium (und in der Anwendung) wirklich braucht (Z.B. fiir neuronale
Netze, Computergrafik oder Biomathematik).

Das wichtigste Recheninstrument ist am Anfang das Ldsen von linearen Gleichungssystemen,
daher zunéchst:

0. Lineare Gleichungssysteme

Quizfrage: Ein Hotel hat insgesamt 90 Zimmer. (Mit “Zimmer” ist ab jetzt immer Géstezimmer
gemeint.) Es gibt Einbett-, Zweibett- und Dreibett-Zimmer. Insgesamt hat das Hotel 133
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Gastebetten. Es gibt doppelt so viele Einbettzimmer wie Zwei- und Dreibettzimmer zusam-
men. Wie viele Ein-, Zwei- und Dreibettzimmer gibt’s?

Dieses Problem fiihrt auf ein Lineares Gleichungssystem (kurz LGS). allgemein sieht ein
LGS so aus:

a11x1 +a12x2 + -+ a1y = by
A ag1xi +aspxa + -+ a Ty, = b
N am1T1 + am222 + -+ Amnn = bin

Hierbei sind a;; € R und b; € R gegeben. Gesucht sind alle Werte fiir x1,...,,, die alle
Gleichungen simultan erfiillen.

Beim Hotel-Beispiel oben ergeben sich etwa folgende drei Gleichungen:

T + 22 + 23 = 90 (3)
N x1+ 229 + 3x3 = 133 (4)
Az =2(x2+x3), also x; —2w9—2x3=0 (5)

Um sich Schreibarbeit zu sparen, schreibt man auch oft nur die Koeffizienten in eine Tabelle
und nennt dieses Konstrukt dann Matrix. Allgemein sieht das dann so aus:

aiq a2 o aip b
a1 a2 -+ G2, b2
am,1 Am,2 " Omn bm

Fiir das Hotel-Beispiel also
1 1 1 90

1 2 3 133
1 -2 -2 0

Diese Matrix heiflt auch erweiterte Koeffizientenmatrix. Erweitert deshalb, weil die Spalte
mit den b; aufgenommen wurde, kommt diese nicht vor, spricht man schlicht von der Koeffi-
zientenmatrix.

Es handelt sich hierbei lediglich um eine geschickte Art der Notation, die {iberfliissige Schreib-
arbeit ersparen soll. Um ein Gleichungssystem aber losen zu kénnen, muss man mit den
Gleichungen, also den Matrizen rechnen kénnen. Zu diesem Zweck betrachtet man sogenannte
elementare Zeilenumformungen, die in vier Typen daher kommen.

Typ 1: Multiplikation einer Zeile der Matrix mit einer reellen Zahl A # 0. Diese Operation
entspricht der Multiplikation der entsprechenden Gleichung mit A und fiihrt zu einer
dquivalenten Gleichung.

Typ 2: Addition einer Zeile zu einer anderen. Diese Operation entspricht der Addition
der Gleichungen.
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Typ 3: Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen. Dies ist keine wirklich neue
Zeilenoperation, sondern schlicht eine Kombination der ersten beiden Typen.

Typ 4: Vertauschung zweier Zeilen. Dies entspricht lediglich einer Vertauschung zweier
Gleichungen.

Wie man sofort sieht (besonders bei 1 und 4) &ndern diese Operationen zwar die Matrix, nicht
aber die Losungsmenge des Gleichungssystems. Die Frage ist jetzt, ob es eine Moglichkeit gibt,
mit Hilfe der Zeilenumformungen die Matrix in eine Gestalt zu bringen, die es direkt erlaubt,
die Losungen zu bestimmen. Es gibt verschiedene Varianten, dies zu tun. Eine davon ist der
sogenannte Gauf3-Algorithmus:

Gegeben sei ein Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen und die erweiterte
Koeffizientenmatrix wie oben. Der Algorithmus funktioniert folgendermaflen.

Schritt 1: Suche die erste Spalte mit einem von 0 verschiedenen Eintrag. Sollte es keine
geben, ist der Algorithmus am Ende, die erweiterte Koeffizientenmatrix ist dann die
sogenannte Nullmatrix, in der alle Eintrdge gleich 0 sind. Angenommen die erste Spalte
mit einem von 0 verschiedenen Eintrag ist die Spalte j.

Schritt 2: Falls a1 ; = 0 fiihre eine Vertauschung von Zeilen (Typ 4) durch, so dass
ai,j ?é 0.

Schritt 3: Fithre wiederholt Zeilenumformungen vom Typ 3 durch, um alle Eintrige a; ;
mit ¢ > 2 zu 0 zu machen, indem zur Zeile ¢ das —Zi—’;—fache von Zeile 1 addiert wird.

Schritt 4: Wende den Algorithmus auf die Untermatrix an, die aus der erweiterten Ko-
effizientenmatrix entsteht, indem die erste Zeile und die ersten j Spalten fortgelassen
werden.

Am Ende des Algorithmus hat die Matrix eine spezielle Gestalt, die Zeilenstufenform ge-
nannt wird. Schreibt man diese wieder in Gleichungen um, so sieht man, dass sich die Zahl
der Unbekannten von Gleichung zu Gleichung jedes Mal um mindestens eine reduziert. Hier
ein Beispiel einer Matrix in Zeilenstufenform:

0041 0 -5 9
0000 -2 0 -10
0000 0 14 2
0000 0 O 0
0000 0 O 0

Die Ermittlung der Losung geschieht mittels “riickwérts einsetzen”: Betrachte die unterste
Zeile, die keine Nullzeile ist (sagen wir Zeile ¢). Dann ergibt sich die Gleichung
@i jTj + Qi j41Tj41 + + QGpln =b;  mit a;; # 0

Werden nun z;4; bis z;, beliebig gewéhlt (als freie Variablen), so ist z; dadurch eindeutig

bestimmt:
bi — @i j+1%Tj41 — - — Qinln

x; =
J
aZ?J

Auf diese Weise erhélt man alle Losungen des Gleichungssystems.
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Beispiel 7.1. Sehen wir uns dieses Verfahren am Hotelbeispiel an:

90 . .
133 4\/ "Erste Zeile mal -1,
0 dann zur dritten
— Zeile addieren"

90

43 -
-90
90
43
39

oORR|WRER[NNEF

WNRHE|WNR[NWRE

cor|ocoRrR|(FHRFRF

An der dritten Zeile (im untersten Block) lesen wir ab: 3z3 = 39, also 3 = 13. An der zweiten
Zeile lesen wir (mit x3 = 13) dann ab: xo + 2 - 13 = 43, also z3 = 43 — 26 = 17. Damit sehen
wir in der ersten Zeile z1 4+ 17413 = 90, also 1 = 60. Es gibt genau eine Losung (weder keine
noch zwei noch drei...) namlich 60 Einbettzimmer, 17 Zweibettzimmer, 13 Dreibettzimmer.

Was passiert, hitte die dritte Bedingung in der Aufgabe gelautet “es gibt gleich viele Einzel-
und Dreibettzimmer”? Die dritte Bedingung iibersetzt sich dann zu 1 = x3 bzw 1 — x3 = 0.
Das Vorgehen wie oben liefert

1 1 1|90 <§)
1 2 3(133
1 0 -1 _0
1 1 1|90
0 1 2|43

0 -1 -2] ﬂ)‘_—l <\ "Zweite Zeile
1 1 1(90 zur dritten Zeile
0 1 2143 addieren”
0 0 0147

Die dritte Zeile heifit 0 - x9 + 0 - xz3 = —47. Es gibt keine Werte fiir o und x3, so dass

diese Gleichung stimmt. Es gibt keine Losung. (Ein solches Hotel kann es nicht geben!) Was
passiert wiederum, wenn die dritte Bedingung lautete “es gibt 47 mehr Einzelzimmer als
Doppelzimmer™ Also x1 = xg + 47, bzw x1 — x3 = 4T:

1 1 1]9 ‘@D-
1 2 3[133
1.0 -1|47
1 1 1|90
0 1 243
0 -1 -2|43

1 1 1/90
0 1 2|43
o 0 olo

Die dritte Zeile heifit jetzt 0-x2+0-x3 = 0. Das sagt gar nix. Diese Gleichung gilt fiir alle Werte
von xo und x3. Also liefert diese Zeile keine Information. Die zweite Zeile sagt: xo = 43 — 2x3,
und die erste damit x1 = —x9 — 23+ 90 = —43 4+ 223 — 3 + 90 = 47 + x3. Damit erhalten wir
viele Losungen:

T 47 48 49 50
T9 = 43 oder 41 oder 39 oder 37 oder- - -
T3 0 1 2 3
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Es kommt drauf an, welchen Wert wir (z.B.) dem z3 zuweisen: Fiir 3 = 0 ergibt sich die erste
Losung oben, fiir x3 = 1 die zweite usw. Allgemein konnten wir ja auch schreiben

47 4 x3
43 — 2x3
T3

Hier miissen wir wegen des Kontexts noch aufpassen, dass keine negativen Zimmerzahlen
auftreten. Wenn wir uns von der Hotel-Interpretation 16sen, dann wéren auch negative oder
nicht-ganzzahlige Losungen OK.

Eine Methode, die unendlich vielen Lésungen aufzuschreiben ist so:
{(47 + x3,43 — 21‘3,1‘3) |1‘3 € R}

Da steht also “die Menge aller Tripel, wo der letzte Wert x3 eine beliebige (frei wahlbare,...)
reelle Zahl ist, und die anderen...” naja, in der beschriebenen Weise von x3 abhingen.

Beispiel 7.2. Sehen wir uns ein Beispiel in den komplexen Zahlen an. Gegeben sei das LGS
x1 +ixg —izg =0, (1 —di)xry + (1 +i)ze — (1 +4)z3 = 0, —iz; + 29 — 23 = 0. Diesmal sind
gesucht alle Losungen mit x1, x2, xz3 € C. Wir erhalten

1 i -i| 0 D
+
l<i 1+ -14i| O +
-1 1 -11 0
1 i -1 0
0 0 0O
0 0 0| 0

Die letzten beiden Zeilen liefern uns die nutzlose Information 0 = 0. In der ersten Zeile hdngen
die Variablen voneinander ab: x1 + ixo — ix3 = 0, also x1 = —ixo + ix3. Hier diirfen wir zwei
Werte frei wihlen. Nehmen wir 3 und 3 beliebig, dann ist 1 dadurch festgelegt. (Z.B. wire
mit 9 = 1,23 = 1 dann z; = —i + ¢ = 0. Oder mit zy = i,23 = 0 wére z; = 1.) Die Menge
aller Losungen dieses LGS konnen wir analog zu oben nun so schreiben:

{(—izg +ix3, x9,23) | 22, 23 € C}

Im LGS aus dem Hotelbeispiel standen in der letzten Spalte Elemente, die nicht alle Null
waren. Im letzten Beispiel mit den komplexen Zahlen standen rechts nur Nullen. Geben wir
dem Unterschied zunéchst einen Namen.

Definition 7.3. Ein LGS, dessen erweiterte Koeffizientenmatrix in der rechten Spalte nur
Nullen enthélt, heiffit homogenes LGS.

Ein LGS, dessen erweiterte Koeflizientenmatrix in der rechten Spalte Zahlen enthélt, die nicht
alle Null sind, heifit inhomogenes LGS.

Dieser Unterschied hat Konsequenzen fiir die moglichen Lésungen.
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e Ein homogenes LGS hat immer die Losung (0,0, ...,0). Ein homogenes LGS hat entweder
genau eine Losung (dann also (0,0,...,0)) oder unendlich viele Losungen. Bei unendlich
vielen Losungen gibt es einen frei wihlbaren Parameter, oder zwei frei wiahlbare Parameter,
oder... aber maximal so viele, wie es Unbekannte z; gibt.

e Ein inhomogenes LGS hat entweder gar keine Lésung, oder genau eine Lésung, oder unend-
lich viele Losungen. Bei unendlich vielen Losungen gibt es einen frei wéahlbaren Parameter,
oder zwei frei wihlbare Parameter, oder... aber maximal soviel, wie es Unbekannte x; gibt.
Die Losungen eines inhomogenen LGS sind von der Form

eine Losung des inhomogenen LGS + allgemeine Losung des zugehorigen homogenen LGS

Dabei heifit “zugehoriges homogenes LGS” einfach, dass die Zahlen in der rechten Spalte der
Koeffizientenmatrix alle auf Null gesetzt werden.

Die Bedeutung von “frei wahlbare Parameter” kann man sich auch an den Beispielen oben klar
machen. Im (dritten) Hotelbeispiel konnte das z3 beliebig gewihlt werden (ein frei wihlbarer
Parameter), die anderen Parameter x; und x2 waren damit dann festgelegt. Im komplexen
LGS konnten zwei Parameter, ndmlich z9 und z3, beliebig gewéhlt werden, z1 ist dann dadurch
festgelegt.

Im Hotelbeispiel ist eine Losung des LGS das Tripel (47, 43,0). Die allgemeine Losung hat die
Form

(47, 43,0) + (:6'3, —2x3, .%'3).
Das heift also, dass (r3, —2x3, x3), oder besser {(x3, —2x3,x3) | 3 € R}, die allgemeine Losung
des zugehorigen homogenen LGS sein muss. Das stimmt auch: nachrechnen liefert genau das.

Aufgabe 7.1. Eine Mutter und ihre Tochter sind zusammen 62 Jahre alt. Vor sechs Jahren
war die Mutter viermal so alt wie damals die Tochter. Wie alt ist jeder?

Eine Mutter ist 21 Jahre alter als ihr Kind. In sechs Jahren wird die Mutter fiinfmal so alt
sein wie ihr Kind. Wo ist der Vater?

Aufgabe 7.2. Drei Schwerter kosten soviel wie 12 Langbdgen und 40 Dolche zusammen.
Ein Schwert und ein Langbogen kosten zusammen soviel wie 80 Dolche. Ein Schwert kostet
doppelt soviel wie 1 Langbogen und 20 Dolche zusammen. Kann man daraus schlieflen, was
jede einzelne Waffe kostet? Kann man auf das Verhéltnis zwischen den Preisen schlieflen?
Kann man diese Fragen beantworten, bevor man losrechnet?

Aufgabe 7.3. Finde alle Losungen mit x1,z9, z3 € C fiir folgendes Gleichungssystem:
(14+i)zy +ize+23 = 1
1 +x2+x3 = 1

Hausaufgabe 7.4. Finde alle Losungen mit x1, z2, x3, x4 € R fiir folgendes Gleichungssystem.

To+3x3+3x4 = 1
A 1 +3x9 — 523+ 924 = -3
N —2x1 —dxo+ 1223 — 2324 = 8
N 3x1 + 11lzg — 8x3 + 41y = -8
A 201 + Txo — Ty + 2224 = 0
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Hausaufgabe 7.5. Gegeben sei ein Quadrat mit 3 x 3 Késtchen:

Diese Késtchen sollen mit rationalen Zahlen gefiillt werden, so dass die Summe in horizontaler,
vertikaler und diagonaler Richtung stets den gleichen Wert a € QQ ergibt. Geht das fiir jeden
Wert a? Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir gegebenes a? Fiir welche a konnen die Eintrage
ganzzahlig gewéhlt werden?

Noch zwei zum Knobeln:

1. Drei Damen unterschiedlichen Alters sitzen in der Stadtbahn und unterhalten sich. Die
erste sagt zur zweiten: “Dein Alter ist ja genau das Quadrat von meinem Alter.” Daraufhin
die zweite zur dritten: “In drei Jahren bin ich gerade mal halb so alt, wie du jetzt bist!”.
“In drei Jahren”, ruft die erste begeistert der dritten zu, “wird dein Alter genau das Quadrat
von meinem Alter sein!” Wie alt sind die drei? (Dies ist ein Beispiel fiir ein nicht-lineares
Gleichungssystem, weil nicht nur a, b, c... vorkommen, sondern auch a?.)

2. Daneben sitzen drei Herren, die sich ebenfalls unterhalten. Der erste: “Wenn ich so alt bin,
wie ihr beiden jetzt zusammen seid, wirst du”, damit zeigt er auf den zweiten, “doppelt so alt
sein, wie ich jetzt bin.” Der daraufhin: “Und wenn ich so alt bin, wie ihr beiden zusammen
jetzt seid, wirst du”, er zeigt auf den dritten, “doppelt so alt sein, wie ich jetzt bin.” “Das ist
ja lustig!”, bemerkt da die Jiingste vom Nachbarsitz. Warum?

I Vektorraume

Zwei Standardbeispiele fiir Vektorraume sind
R ={(%) v, v €R} Dbzw. R®= {(§§> |v1,v2,v3 € R}

Es ist fiir spatere Zwecke giinstig, Vektoren nicht als Zeilenvektoren zu schreiben: (2,0, —1),

2
sondern als Spaltenvektoren: ( 0 )

Elemente im R? kann man sich als Punkte in einer (unendlichen) Ebene vorstellen. Die Koor-
dinaten sind dann z- und y-Koordinate bzw Ost-West- und Nord-Siid-Koordinate. Elemente
im R? kann man sich als Punkte im Raum vorstellen, die dritte Koordinate ist dann etwa fiir
oben-unten. Dabei muss es einen “Nullpunkt” geben, von wo aus man misst. Dieser Nullpunkt

heifit auch oft “Ursprung”. Dann bedeutet der Vektor einfach eine Verschiebung um 3

3
7
Einheiten in z-Richtung und um 7 Einheiten in y-Richtung.

Graphisch wird dies oft durch einen Pfeil symbolisiert. Mit diesem Bild im Kopf ist auch die
graphische Veranschaulichung der Vektoraddition nicht schwer: sind v und w Vektoren, z.B.

() @) - )
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dann beschreibt der Summenvektor v + w was geschieht, wenn die beiden Verschiebungen
nacheinander (gleich in welcher Reihenfolge) ausgefithrt werden.

(3

)

Zeichnerisch stellt man das so dar, dass die beiden Vektoren aneinander gezeichnet werden,
als “durchliefe man die Strecke”. Fiir R? gilt dasselbe Bild im Raum.

o e2

Vektoren kann man also addieren. Man méochte auch Vektoren mit (reellen) Zahlen multipli-
zieren diirfen: 2-mal ein Vektor soll halt gerade das doppelte sein, (-1)-mal ein Vektor soll der
Vektor in Gegenrichtung sein. Es ist also einfach

3 -3 1 3 3
=1 o 0 (3)=(F) o 1 (2)=(5)
Allgemein ist
- (1) = (33,
Formal definiert man einen Vektorraum dann so:

Definition 7.4. Gegeben ein Kérper K (meistens R oder C). Eine Menge V' mit einer Ver-
kniipfung + : V x V. — V und einer Verkniipfung - : K x V' — V heifit Vektorraum,
falls

o (V,+) ist abelsche Gruppe.

e VacK, v,weV: alv+w)=av+ aw.
e Va,beK,veV: (a+b)v=av+bu.
e Va,beK, veV: (ab)v = a(bv).

e Vv eV : 1 -v=wv (wobeil das neutrale Element bzgl. Multiplikation in K ist)
Ein wichtiger Begriff ist nun der der Basis. Man mochte eine moglichst kleine Menge {b1, ba, ... by}
von Vektoren finden, so dass man alle Vektoren im Vektorraum damit darstellen kann. “Dar-

stellen” heif3t: als Linearkombination schreiben. Ein Vektor v heifit Linearkombination von
wi, ... wy falls es a; € R (oder allgemeiner in K) gibt mit

n
v = g a;w; = ajwi + agwa + - -+ + AWy
i=1
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Z.B. ist ( ) Linearkombination von (, ) und (52) denn

(7) =5(2) +6(3")

Eine Basis ist eine Menge von Vektoren, die (1.) gro8 genug ist, um alle Vektoren in V' als
Linearkombination davon zu schreiben, und (2.) so klein wie moglich.

Eine Basis fiir den Vektorraum R? ist z.B.

{(6): (1)}

Denn jeden Vektor (§) € R? kann ich schreiben als a () + 5(9). Und nicht anders! Ich kann
jeden Vektor nur auf eine Weise als Linearkombination der zwei Basisvektoren schreiben.

Eine Basis fiir den Vektorraum R? ist z.B.

((6)- ()

Denn jeden Vektor ( [12) € R3 kann ich schreiben als a ( é ) —i—b( g ) —i—c( § ) . Und nicht anders! Ich
kann jeden Vektor nur auf eine Weise als Linearkombination der drei Basisvektoren schreiben.

Das “nicht zu grof3” prézisiert man genau so: Bzgl einer Basis soll jeder Vektor nur auf eine
einzige Weise als Linearkombination geschrieben werden kénnen.

Definition 7.5. Eine Menge {b1,...,b,} von Vektoren ist eine Basis eines Vektorraums V,
wenn alle v € V eindeutig als Linearkombination der Vektoren by, ..., b, geschrieben werden
konnen.

Entfallt das “eindeutig”, dann heifit {b1,...,b,} nur Erzeugendensystem. In der Vorlesung
wird eine Basis spéiter etwas anders lautend (aber natiirlich gleichbedeutend) definiert als linear
unabhdngiges Erzeugendensystem. Vektoren {bi,...,b,} heiflen linear unabhingig, wenn
sich keines der b; als Linearkombination der anderen schreiben ldsst. Oder gleichbedeutend:
{b1,...,b,} sind linear unabhéngig, falls

aibr +agby + -+ anby = | ¢ = a=a=-=a, =0
0

Gerade dieser letzte Begriff ist gewohnungsbediirftig. Daher ist es evtl hilfreich, die Erklarung
oben parat zu haben. Letztendlich gew6hnt man sich an diese Begriffe durch Beispiele.

Beispiel 7.6. (Ins Publikum fragen) Welche der folgenden Mengen sind Basen von R? bzw
R3? Welche sind Erzeugendensysteme?

100Dy H®r 1.3 (O

Bei grofleren Beispielen ist es kniffliger, das zu sehen. In der Vorlesung werden Methoden
gezeigt, wie man priift, ob eine Menge von Vektoren eine Basis ist. Weiterhin kommen dann
viele Resultate iiber Basen, z.B.

Satz 7.7 (und Definition). Jede Basis des R" (oder allgemeiner K" hat n Elemente. Die
Zahl n heifst Dimension des Vektorraums.

Leider gibt es auch unendlich-dimensionale Vektorraume, aber die kommen normalerweise erst
in hoheren Semestern dran (wenn iiberhaupt).
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1T Komplexe Zahlen

Siehe Kap [0]

IIT Lineare Abbildungen

Im Analysisteil von Mathe I tauchen sehr schéne, aber auch sehr komplizierte Funktionen auf
wie arcsin, \/%7 oder In(z+/r + 1)z% exp(—2?). In Linearer Algebra sind die Mengen etwas

komplizierter (R™ als Definitonsbereich), aber die Abbildungen, um die es geht, sind sehr viel
einfacher: es sind lineare Abbildungen.

Definition 7.8. Eine Abbildung f : V' — W heifit linear, wenn fiir alle u,v € V und alle
a € R gilt:

o f(utv) = f(u) + f(v), und
o flav) = af(v),

(Publikum fragen:) Sind die folgenden Abbildungen linear?

In Linearer Algebra geht es nun um lineare Abbildungen von R™ nach R™. Es wird sich
herausstellen:

Satz 7.9. Jede lineare Abbildung von R™ nach R™ wird von einer m x n-Matrixz beschrieben.
Jede m x n-Matrix liefert eine lineare Abbildung von R™ nach R™.

Also brauchen wir jetzt Matrizen.

IV Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine Matrix haben wir oben schon gesehen im Zusammenhang mit LGS, die erweiterte Koef-
fizientenmatriz. Allgemein ist eine Matrix einfach eine Tabelle mit n Zeilen und m Spalten,
deren Eintrége reelle Zahlen sind. Zum Beispiel sind

5 w —=0,1 1 2
(_12 122 233>, 7 1000 —m |, wund 3 4
6 8 —10 0 0

Matrizen. Auch Matrizen lassen sich addieren und subtrahieren, wenn sie das selbe Format
haben. Zum Beispiel

1 =3 2y (03 5\ _ (140 —3+3 245\ _ (107
1 2 7 2 1 —-1) " \142 2+1 7+4(-1)) 3 3 6)°
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Die Menge aller Matrizen mit n Zeilen und m Spalten, deren Eintrége reelle Zahlen sind, be-
zeichnet man als R™*™. Matrizen werden wir hier oft mit GrofSbuchstaben A, B, ... benennen.
Die Eintrage der Matrix A in Zeile ¢ und Spalte j bezeichnen wir mit a; ;. So ist zum Beispiel

in der Matrix (_12 122 233> etwa a;;1 = 1, a1 3 = 3 und az2 = 12. Wenn die Zahl der Spalten

und Zeilen (wie hier) klein ist, dann lassen wir das Komma zwischen i und j weg. Also a9
statt a;o. Manchmal ist es praktisch, statt der Bezeichnung A fiir eine Matrix diese so zu
schreiben: (a;j)i=1,..n; j=1,..,m, oder kurz (a;;). Damit lésst sich etwa die Regel zur Addition
von Matrizen sehr kompakt hinschreiben:

A+ B := (aij + bij)i:l,...,n; j=1,...m

Die Regel zur Skalarmultiplikation lautet in dieser kompakten Schreibweise einfach A - A :=
(/\ . aij)i:17._,7m; j=1,..., n- Zum Beispiel:

5. 1 -3 2\ (5-1 5-(=3) 5-2\ (5 —15 10
1 2 7/ \5-1 5-2 5.7/ \5b 10 35)°
Im Gegensatz zu Vektoren kann man Matrizen auch miteinander multiplizieren, also “Matrix
mal Matrix”, nicht nur “Zahl mal Matrix”. Zumindest, wenn ihr Format passt. Genauer:

Zwei Matrizen konnen multipliziert werden, wenn die Spal-
tenanzahl der linken mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix
ibereinstimmt.

Ist also A aus R und B aus R™*", so kann man “A mal B” rechnen. Nennen wir das

Ergebnis C, also C = A - B, so ist
cij = ai1byj + aipboj + -+ + Aimbimj-
Ein Beispiel:
1

12 3\ g o | (1 6+2:3+3:0 1-(-1)+2-243-(=3) _ (12 -6
45 6) \; ) 46453460 4-(-)+5-2+6-(=3)) ~ \39 —12

e Achtung: Im Allg. ist A- B # B - A | (Matrizenmulti-
plikation ist nicht kommutativ.)

e Immerhin gilt A- (B-C) = (A-B)-C. (Matrizenmul-
tiplikation ist assoziativ.)

Wie erwihnt ist ein zentrales Ziel der Vorlesung Mathe I Satz auf Seite [73] Da wird noch
viel mehr gemacht, aber hier wollen wir nur einen groben Uberblick geben.

Hausaufgabe 7.6. Ist (R"*" +) eine Gruppe? Ist (R"*" ) eine Gruppe? Begriinde Deine
Antwort, im positiven Fall durch den Nachweis der Gruppenaxiome, im negativen Fall durch

ein konkretes Beispiel, welches Gruppenaxiom verletzt ist. Im positiven Fall: Ist die Gruppe
abelsch?

In jedem Fall: Finde zwei Matrizen A, B in R™"*" so dass A- B # B - A ist.
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Aufgabe 7.7. Berechne fiir A = (_12 })2 _45), B = (% Zgl), C = (_02 :13) die Ausdriicke AB,

BA, AC, CA, BC, CB, ATC, CT A, (zu AT s.u.: “Transponierte”’), ABC und CBA, falls es
moglich ist.

Die Transponierte einer n x m-Matrix A = (a;;) ist die n x m-Matrix AT = (aj;). Das heift:
Zu
ail ... A1m ail e an1

A= + - : ist AT =
anl .. Gpm Am e Qnm

die Transponierte. Man schreibt also die erste Zeile als erste Spalte, die zweite Zeile als zweite
Spalte usw.
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8 Uberblick Mathe I Analysis

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie
Bob der Baumeister

Im Analysisteil der Vorlesung Mathe I passiert in etwa Folgendes:

I Zahlen
e N Z QR
e Betrag, Ungleichung, unendlich, Binomialkoeffizienten
e vollstandige Induktion
IT Folgen
e Konvergenz
e (Unendliche) Reihen, Exponentialfunktion
e Cauchyfolgen
111 Stetige Funktionen
e Abbildungen, in-, sur- und bijektiv
e &-0-Kriterium, folgenstetig
e gleichmafig stetig, Funktionenfolgen
e Potenzreihen
IV Differenzierbarkeit

e Definition Ableitung, Regeln (Kettenregel, Quotientenregel, Ableitung der Umkehr-
funktion...)

e Extrema, Mittelwertsatz, £’Hopital
e Taylorreihen
V Integrale
e Definition
e Vertauschen von Integral und Grenzwert

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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I Zahlen

Siehe Kapitel [I, 2] [ Da kommt natiirlich noch mehr, z.B. Binomialkoeffizienten haben wir
hier nicht behandelt.

1T Folgen
Siehe Kapitel[d In der Vorlesung werden auch Cauchyfolgen behandelt. Das ist ein alternativer

Konvergenzbegriff. In R ist der dquivalent zu unserem. Der Witz bei Cauchyfolgen wird erst
viel spéter klar (wenn iiberhaupt, als Informatiker braucht man sehr selten Cauchyfolgen).

IIT Stetigkeit

Betrachten wir zunéchst folgende Abbildungen:

f:R—R gegeben durch f(x)

-2 Jfalls . < 1
-1 ,falls x > 1

—r+3 , falls x < 2

g:R— R gegeben durch g¢g(z) = { r—1 falls z > 2

Beide Graphen sind in folgendem Koordinatensystem dargestellt.

Auffillig ist, dass zwar beide Funktionen “stiickweise” definiert sind, aber der Graph von g eher
“zusammenhéngt”, d.h. in einem Stiick gezeichnet werden kann, wihrend man beim Graphen
von f eine Art Sprungstelle hat. Die Funktion f ist also unstetig am Punkt 1, wohingegen ¢
iiberall stetig ist. Formal definiert man den Begriff der Stetigkeit folgendermafien:

Definition 8.1. Sei D C R, f: D — R eine Abbildung und a € D. Die Abbildung f heifit
stetig an der Stelle a, falls

Ve>030>0VxeD: |[x—a|<d=|f(zx)— fla)] <e.
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Ist eine Funktion f stetig an allen Punkten a € D, so spricht man kurz von einer stetigen
Funktion.

In Worten: Stetigkeit an der Stelle a bedeutet, dass die Bilder von Punkten “in der N&he” von
a auch nahe am Bildpunkt von a liegen. Das ¢ spielt in der Definition in gewisser Weise die
Rolle von ng in der Definition von Folgenkonvergenz.

Es ist nicht schwer, formal nachzuweisen, dass die obige Beispielfunktion f nicht stetig im
Punkt 1 ist:

Beweis. Sei a = 1 und wéhle ¢ := % Es geniigt zu zeigen, dass es fiir dieses spezielle ¢ kein §
gibt, das die obige Bedingung erfiillt. Sei also § > 0 beliebig. Betrachte den Punkt x :=1— %.
Es gilt

) 5| ¢
lund |z —a|=|z—1|=1-2—1]=|-2|=2 <35
z<lund |z —a|l=|r—1] ’ 5 ‘ ‘ 2‘ 5 <
Aber f(z) =—2und f(a) = —1, also folgt
1
f@) ~ f@] = |~2+1] =] -1 =1> ] ==
Damit ist die Bedingung der Stetigkeit verletzt. O

Ein weiteres Beispiel: die Wurzelfunktion f : Rar — R(J)r gegeben durch f(z) = /x ist stetig
auf ganz R .

Beweis. Zeige zunichst Stetigkeit im Punkt a = 0. Sei & > 0 beliebig und wihle § := £2. Dann
ist 0 > 0 und fiir z € RJ mit |z — a| = |z| = 2 < § gilt:

Wz V0| =vz<Vi=Ve2=¢

Also ist f stetig im Punkt a = 0.

Sei nun a > 0 beliebig, ebenso wie £ > 0. Wéhle nun ¢ := ey/a. Dann ist 6 > 0. Sei nun
z € R§ mit |z — a| < J. Es folgt

r—a |z — al i_@ze
‘ﬁwc’z =V “Va va

Also ist f stetig im Punkt a¢ und da a > 0 beliebig war, ist f damit stetig auf ganz Rg .o

/() = fa)| = Wz — Va| =

Die meisten der in der Analysis betrachteten Funktionen sind stetig, z.B. alle Polynome. Der
Beweis ist nicht ganz so einfach und wird in der Vorlesung Mathe I gefiihrt (wahrscheinlich).
Dabei werden Sétze der folgenden Art benutzt.

Satz 8.2. Seien f: R — R und g : R — R stetige Funktionen und o € R eine beliebige Zahl.
Definiere dann

(f+9) :R—=R gegeben durch (f + g)(z) = f(z) + g(x)
(f-g9):R—=R gegeben durch (f-g)(z)= f(x)-g(x)
(a-f):R—=R gegeben durch (a- f)(z) = a- f(x).

Diese Funktionen sind dann alle stetig.
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Nun haben wir fast alles beisammen, um die Stetigkeit aller Polynomfunktionen beweisen zu
konnen. Es fehlen nur noch zwei Beobachtungen, die im folgenden Lemma zusammengefasst
sind.

Lemma 8.3. Sei ¢ € R eine reelle Zahl. Betrachte die Funktionen f : R — R gegeben durch
f(z) =c undidgr : R — R gegeben durch idg(z) = x. Dann sind f und idg stetig.

Insgesamt folgt nun fiir eine beliebige Polynomfunktion f : R — Rmit f(z) =Y ;_, apx®, dass
f stetig ist, denn f lésst sich schreiben als Summe von Produkten von konstanten Funktionen
und der Funktion idg und nach Satz [8.2] folgt die Stetigkeit von f.

Folgenstetigkeit

Das e-0-Kriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion ist zwar sehr niitzlich, manchmal aber
etwas unhandlich. In den meisten Féllen bietet sich die alternative Formulierung der Folgen-
stetigkeit an.

Dazu erst mal eine Schreibweise: ist f : R — R eine Funktion und a € R, so kann fiir eine
beliebige Folge (x,,)nen mit Grenzwert a der folgende Grenzwert betrachtet werden:

a3ty fn)
Fiir den Fall, dass dieser Grenzwert existiert und unabhéngig ist von der gewédhlten Folge
(Zn)nen, d.h. wenn dieser Wert fiir jede Folge mit Grenzwert a gleich ist, dann sagt man, dass
der Grenzwert “fiir z gegen o’ existiert und schreibt kurz
lim f(z).
Satz 8.4. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Sei weiter a € D. Dann gilt: f ist genau
dann stetig im Punkt a, wenn

lim f(x) = f(a).

Tr—a

Dieser Satz enthilt eine Aquivalenz, also eine “Genau dann, wenn’-Aussage. Insofern zeigt sich,
dass man Stetigkeit auch iiber das Folgenkriterium hétte definieren kénnen — beide Begriffe
sind absolut gleichwertig.

IV Differentialrechnung

Fiir viele Zwecke (bestes Beispiel: Bewegungsgesetze in der Physik) ist es gewinnbringend, die
Steigung einer Funktion (bzw. ihres Graphen) in jedem einzelnen Punkt zu kennen. Die Stei-
gung zwischen zwei Punkten bekommt man aus dem Steigungsdreieck: Die (durchschnittliche)
Steigung der Funktion f zwischen den Stellen z und a bekommt man als “Héhe durch Breite
des Steigungsdreiecks”. Ist etwa a = 3, z = 5 sowie f(a) = f(3)1, f(x) = f(5) = 2, dann ist die
(durchschnittliche) Steigung von f zwischen den Stellen 3 und 5 gerade g:é = % (Nebenbei:
Was heifit dann wohl “eine Strafie hat 14% Steigung” in Grad? Was heifit “ein Gelandewagen
bewéltigt 80% Steigung?”).
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Sekante, deren

Steigung: W

X-d

f) |

Tangente, deren

Ja) Steigung: /'(a)

Q _— - -
R______

Allgemein ist die Steigung von f zwischen x und a also w Wenn wir nun an der
Steigung von f in einem Punkt interessiert sind, liegt es doch nahe, einfach x gegen a laufen

zu lassen, genauer also: den Grenzwert von w fiir  gegen a zu betrachten:

i J@) = f(@)

T—a Tr—a

Falls dieser existiert (das heifit hier: fiir alle Folgen (z,,)nen, die gegen a konvergieren, muss
der Grenzwert existieren und alle diese Folgen miissen den gleichen Grenzwert liefern), so wird
er als Steigung der Tangente oder auch Ableitung im Punkt a bezeichnet. Die Schreibweise
dafiir ist f’(a) und die Funktion f heifit dann im Punkt a differenzierbar. Wie bei Stetig-
keit auch nennt man eine Funktion schlicht differenzierbar, wenn sie in jedem ihrer Punkte
differenzierbar ist.

Angenommen, die Funktion oben wére f : R — R, f(z) = %2 —x+ %. Dann ergibt sich ganz

allgemein fur f/(z):
f(z) = f(a) %Q—x-l-%—(%—a—i-%) 1 22—4r—a"4a 122-a®> z—a 1
_ _ . S — = —(x+a)-1.
Tr—a r—a 4 T—a 4 r—a x—a 4

Also gilt

1 1 1
f’(a):iiir(lli(x—l—a)—l:Z(a—i—a)—l:ia—l.

Oder (gleichbedeutend, aber schoner) f'(z) = 32 — 1.

Das passt zu den Regeln, die in der Schule gelernt werden. Aber hier sieht man auch, warum.
Ein paar weitere Beispiele enthalten die Aufgaben unten. Ein ganz einfaches Beispiel ist die
Ableitung einer konstanten Funktion: Sei f: R — R, f(z) = ¢, wobei ¢ € R. Dann ist
f(z) — f(a) _c—¢c 0 _0
r—a rT—a T—a ’

und lim,_,, 0 = 0. Also ist f/(z) = 0.

Differenzierbar ist iibrigens eine stéirkere Eigenschaft als stetig. Genauer:
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Satz 8.5. Sei D C R und f: D — R eine Funktion, die tm Punkt a € D differenzierbar ist.
Dann ist f stetig in a.

Bemerkung 8.6. Noch eine Bemerkung: manchmal nennt man den Term x — a einfach h,
man definiert also h := x — a. Dann sieht der Differenzenquotient etwas anders aus, beschreibt
aber genau den gleichen Sachverhalt, es ist ndmlich

f@) — tn LB = S@) o Hat ) = fla)

T—a T —a h—0 h

Aufgabe 8.1. Gegeben sind f: R - R, f(z) =2;9: R =R, g(z) = =5z und h : R — R,
h(z) = ¢z (¢ € R). Bestimme fiir einen beliebigen Punkt a € R die Ableitung von f, g und
h nur mit Hilfe des Differenzenquotienten.

Aufgabe 8.2. Gegeben sind f : R =+ R, f(z) = 2%, g : R - R, g(z) = —2- 22 + 5 und
h:R—R, h(zx)=c-22+d-z+e (c,d e €R). Bestimme fiir einen beliebigen Punkt a € R
die Ableitung von f, g und A nur mit Hilfe des Differenzenquotienten.

Rechenregeln fiir Ableitungen

Schon Ubung zeigt, wie mithsam es manchmal ist, Ableitungen direkt mit dem Differen-
zenquotienten zu bestimmen. Zum Gliick gibt es einige Rechenregeln, die einem das Leben
erleichtern. Diese werden alle in der Vorlesung Mathe I bewiesen (wahrscheinlich).

Satz 8.7. Seien f : R — R und g : R = R differenzierbare Funktionen und o € R beliebig.
Dann gilt:

(f+9) =f+4 (Summenregel) (a-f) =a-f (Faktorregel)

Nicht ganz so elementar ist die folgende Regel:

Satz 8.8 (Produktregel). Seien f: R — R und g : R — R differenzierbare Funktionen. Dann
gilt:

(f-9)=f9+f4d
Aufgabe 8.3. Berechne die Ableitung der Funktionen f : R — R gegeben durch f(x) = z"
fiir alle n € N mit Hilfe der Produktregel und vollstdndiger Induktion nach n.

Eine weitere wichtige Regel zur Bestimmung von Ableitungen ist die Quotientenregel.

Satz 8.9 (Quotientenregel). Seien f : R — R und g : R — R differenzierbar und betrachte
wieder D = {x € R: g(x) # 0}. Dann ist die Funktion

joon (-l

differenzierbar und es gilt
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Jetzt haben wir fast alle wichtigen Regeln, beisammen, es fehlt allerdings noch die Regel zur
Ableitung von verketteten Abbildungen. Recall: f o g ist die Funktion f(g(z)).

Satz 8.10 (Kettenregel). Seien f: R — R und g : R — R differenzierbar, dann auch (f o g)
und es gilt:

(fog)(a)=4d'(a) f'(9(a))
Zum Abschluss betrachten wir die Ableitung der Umkehrfunktion.

Satz 8.11. Sei f : R — R differenzierbar und bijektiv, so dass die Umkehrabbildung = auch
differenzierbar ist. Dann gilt:
1
f—l I _
U =e
Beweis. Nach Definition der Umkehrabbildung gilt (f o f _1) = idp, also folgt nach der Ket-
tenregel, wenn auf beiden Seiten die Ableitung gebildet wird fiir alle a € R:

1

(o). £ 1(a)) = “1y(a) =
@ f(FHa)=1 < (7)) F o f a)

O

Als Anwendung betrachte die Exponentialfunktion exp : R — R" gegeben durch exp(z) = e*.
Diese ist dadurch gekennzeichnet, dass gilt exp’ = exp, siehe oben. Thre Umkehrabbildung ist

der (natiirliche) Logarithmus In : RT™ — R. (“Logarithmus naturalis”).

Mit obiger Regel fillt es nun leicht, die Ableitung des Logarithmus zu bestimmen:

/ — 1 = - :1
(In)(a) exp/ (In(a))  exp(ln(a)) @

Die Ableitung des Logarithmus ist also die Funktion, die jedem positiven Wert = seinen Kehr-
wert % zuordnet.

Aufgabe 8.4. Sei ¢ € R beliebig und betrachte
fR=R, f(x) =c® und g¢g:R—= R, g(x) =2".
Bestimme die Ableitungen von f und g. Tipp/Spoiler:

www.math.uni-bielefeld.de/ frettloe/teach/ueb/vorkurs2015/spoilera94.html

V Integrale

Integrale sind in vieler Hinsicht das Gegenteil von Ableitungen. In der Vorlesung Mathe I wird
viel Arbeit investiert in den formal sauberen Aufbau des Integralbegriffs. Die Quintessenz ist
folgendes:

Definition 8.12. Gegeben eine Funktion f : D C R — R. Eine Funktion F : D C R - R
heifit Stammfunktion zu f, falls F/ = f.
In diesem Fall schreibt man: [ f(x)dz = F(z).
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Beispiel 8.13. (Ins Publikum fragen)

/dexz? /xdwz? /x2dw=? /ldwz? /ldxz?

Satz 8.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion. Dann ist fir alle xo € [a,b] die Integralfunktion

F :[a,b] — R mit F(x) :/ f(t)dt
zo
differenzierbar und eine Stammfunktion von f.
b b
Dazu muss man kléren, was [ f(z)dz heifit. Obacht, ob da [ steht oder | macht einen
Unterschied! ¢ ¢

e F(z) = [ f(z)dz ist das unbestimmte Integral oder die Stammfunktion von f,
also F/ = f. Insbesondere ist das eine Funktion.

. fab f(z)dz ist das bestimmte Integral, das ist eine Zahl! (Genauer: siehe unten bzw.
Vorlesung Mathe I)

Das genaue Definieren von ff f(x)dx ist aufwendig. Ein einfacher (aber unsauberer; egal)

Zugang besteht darin, hinten anzufangen. Wenn man den Hauptsatz glaubt, und folgendes
weil}:

Satz 8.15. Ist f: D C Rg (nicht negativ!), und ist F' Stammfunktion von f, und ist dann ist
b
[ f@de=F )~ F@

Auflerdem ist in diesem Fall f: f(z) dx gerade die Flache unter dem Graphen von f zwischen
a und b. Also so:

f(x)

a

Flache “
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Damit ist zwar fab f(x) dz immer noch nicht sauber definiert, aber hat nun eine Bedeutung,
bzw sogar zwei. Mit diesem Vorwissen ausgeriistet wird das entsprechende Kapitel in der
Vorlesung Mathe I hoffentlich besser verdaulich.

Es werden dann auch Regeln erarbeitet, die das praktische Ausrechnen von Integralen erleich-
tern (das kann extrem schwierig werden!).

Damit sind die Grundlagen fiir das 2. Semester geschaffen, wo es im Analysisteil um héherdimensionale
Funktionen geht (z.B. f:R? = R, f(z,y, 2) = (2? + y?)ze"%?), Extrema von diesen, mehrdi-
mensionale Integrale und Differentialgleichungen. Damit ist dieser Vorkurs am Ende; es folgt

noch Bonusmaterial zu Unendlichkeit.
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9 Bonusmaterial: Binomialkoeffizienten

Die Algebra ist nichts anderes als eine symbolische Notierung geometrischer
Sachverhalte, die Geometrie ihrerseits — das ist in Figuren verkorperte Algebra
Sophie Germain (?)

9.1 Die Formel von Signore Binomi

Wir haben weiter oben schon die binomischen Formeln gesehen. Betrachten wir die erste davon:
(a+0)* = a® + 2ab + b*
Was passiert, wenn wir nicht (a +b)? ausrechnen wollen, sondern (a+b)3, (a+b)*, (a+b)°...7

Aufgabe 9.1. Berechne (a+b)°, (a+b)!, (a+b)?%, (a+b)>, (a+b)*, (a+Db)® und fasse soweit
wie moglich zusammen.

Wenn man das tut, sieht man

(a+0b) = 1

(a+0b)t = a + b

(a+b)? = a? + 2ab + v?

(a+b) = a? + 3a2b + 3ab? + b

(a+0)* = a’ + 4a3b + 6a>b? + 4ab? + b
(a+1b)° = a®> + Batb o+ 10a®? +  10a%* +  bab?t + WP
(a+0)

6= 45 4+ 6a° + 15a*p? + 20a3b3 + 15a2v*  +  6ab®

Betrachten wir nur die Zahlen im obigen Schema, so erhalten wir folgendes Muster:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Es ergibt sich ein dreieckiges Muster, am Rand stehen lauter Einsen, und an den anderen
Stellen ist jede Zahl die Summe der beiden dariiber stehenden. Das ist das Pascalsche Drei-
eck. Es taucht in der Mathematik héufig auf, und man kann viele interessante Muster darin
entdecken.

Eines ist etwa: Stellen wir uns vor, dass wir in dem Dreieck in der 1 ganz oben starten. In
jedem Schritt gehen wir schrag nach unten, d.h. zu der Zahl, die rechts oder links unter unserer
aktuellen Zahl steht. Wie viele Moglichkeiten gibt es, zu einer gegebenen Stelle zu kommen?
7.B. zu der 3, oder zu der 15, oder zu der 207

Die binomische Formel stammt {ibrigens nicht von einem Herrn Binomi. Die heifit so, weil die
beiden Variablen a und b darin vorkommen: “binomisch” ist lateinisch fiir “zwei-namig”. Die
Zuschreibung an Herrn Binomi ist ein alter Mathematikerwitz.
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9.2 Der Binomialkoeffizient

Die Eintrage im Pascalschen Dreieck heiflen Binomialkoeffizienten. Warum das so heif3t ist
nach dem obigen nun klar. Weil dieser Ausdruck so hdufig vorkommt, gibt es eine abkiirzende
Schreibweise dafiir: Der k-te Eintrag in Reihe n heifit (Z) (Man spricht das Symbol (Z) als
“n iiber k”.) Dabei soll man aber bei Null anfangen zu zéhlen. Die oberste Reihe ist also die
0-te Reihe. Die vorderste Zahl in einer Zeile ist die O-te Zahl. Also ist z.B. (é) =1, (le) =4,

oder (g) = 10. ‘
<k>‘: Or—kﬁ-k! (6)

Der Binomialkoeffizient gibt auch eine Antwort auf eine Frage, die in der Mathematik manch-
mal von Bedeutung ist: Sei M eine Menge mit n Elementen und sei k& < n. Wie viele Teilmen-
gen von M gibt es, die genau k Elemente haben? Die Antwort ist (Z) Die Reihenfolge, in der
die Elemente auftauchen spielt dabei keine Rolle.

Als erste Anwendung kann gleich das Lottospiel dienen: es gibt beim Lotto exakt

= 13983816

49\ 49! 49-48-47-46-45-44
6,) 43!-6! 6!

Moglichkeiten.

Aufgabe 9.2. In der Vorlesung “Mathematik fiir Informatiker” sitzen 200 Personen. Das Stu-
dentenwerk verlost 3 Mensagutscheine mit einem Wert von je 10 Euro. Wie viele Moglichkeiten
gibt es, 3 Preistriager auszuwéhlen?

n n n n
0)=C) = e ()=
Aufgabe 9.4. Beweise die Formel
n+1\ n n n
k C\k—-1 k

elementar mit Hilfe der Definition von (Z) als (n#'),k,

Aufgabe 9.3. Zeige:

9.3 Der binomische Lehrsatz

Wir haben gesehen: Multipliziert man (a + )™ aus und sortiert die Terme, ergeben sich genau
die Zahlen aus dem Pascalschen Dreieck. Das ist natiirlich kein Zufall. Die Uberlegung dahinter
ist die Folgende: ein Ausdruck der Form

(z+y)"=@+y) - (z+y) - (@+y) ... (x+y)

soll ausmultipliziert werden. Das Endergebnis ist eine gigantische Summe, in der jeder einzelne
Summand aus den einzelnen Summanden der Klammern gebildet wird, die miteinander multi-
pliziert werden miissen. Wéhlt man zum Beispiel aus jeder Klammer den ersten Summanden
x aus, erhélt man im Ergebnis den Summanden x™.
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Bei diesem Verfahren kommen aber etliche Summanden mehrfach vor. Da die Multiplikation
kommutativ ist, gilt ja zum Beispiel

Dieser Summand kann also auf mehrere Arten gewonnen werden. Und auf wie viele genau,
das verréat uns die Kombinatorik.

In jedem Summanden kommen ja genau n Faktoren vor, einer aus jeder Klammer und jeder
Faktor ist entweder  oder y. Also kann man jeden Summanden in der Form z*y"* fiir ein
k < n schreiben, wobei k = 0 auch zugelassen ist.

Und wie viele Moglichkeiten gibt es, sich den Summanden z*y"~* aus den Klammern zu-

sammenzusuchen? Genau (2)' Man muss aus der n-elementigen Menge der Klammern eine
k-elementige Teilmenge der Klammern auswéhlen, aus denen ein z kommen soll und dafiir
gibt es genau (2) Moglichkeiten. Diese informellen Uberlegungen begriinden den folgenden

Satz 9.1 (Binomischer Lehrsatz).
Firxz,y e R undn € N gilt:

Die obigen Uberlegungen sind noch nicht als strenger Beweis formuliert. Da ich hier unter
anderem eine Vorbildrolle spiele, soll dieser Satz nun mit Hilfe des Verfahrens der vollstandigen
Induktion bewiesen werden.

Bewezs.

1) Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann gilt

1
1
S ()t =11 = )

k=0

2) Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass der Satz fir ein n € N bereits gilt. Nun soll er
fiir (n + 1) gezeigt werden. Es gilt aber

@+ =ty @y E (@)Y (Z) by F
k=0

Multipliziert man die Klammer im rechten Ausdruck aus, so ergibt sich
" /n " /n " /n
k n—k __ k+1, n—k k, n—k+1
o (Gt = Qe S ()

In der ersten Summe ist einfach ein z hinzugekommen und in der zweiten ein y. Um die
beiden Ausdriicke addieren zu kénnen, ist eine Indexverschiebung notwendig. Betrachten
wir nur die erste Summe, so kann diese umgeschrieben werden:

n n n+1 n

E+1, n—k __ k, n—k+1
S ()t =X ()t
k=0 k=1
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Dies hat den immensen Vorteil, dass jetzt die Exponenten von z und y iibereinstimmen.
Also kénnen wir die Summen wie folgt zusammenziehen:

n+l _ _ n+1 n+1 g n n k. n—k+1
(z+v) =...=2""" 4y +kzl(<k_1>+<k>)xy

Hier wurde der letzte Ausdruck aus der ersten Summe (der fiir kK = n+ 1) und der erste
Ausdruck aus der letzten Summe (der fiir £ = 0) gesondert aufgeschrieben und der Rest
wurde addiert. Nach der Rechenregel fiir Binomialkoeffizienten ergibt sich aber gerade

das Gewiinschte:
n+1

(@+y)t=..=>" <nz 1) by ik
k=0

Aufgabe 9.5. Zeige mittels der Formel @, Seite
« () =3G0)
« () =G0
o ()=o) =22 6)

Aufgabe 9.6. Was ist die Summe der Eintrége in der Zeile Nummer n des Pascalschen
Dreiecks? Der binomische Lehrsatz erlaubt uns, das schnell zu beweisen. Zeige

50+

k=0

(Hinweis: Wahle x und y im binomischen Lehrsatz geeignet.)

Aufgabe 9.7. Zeige per Induktionsbeweis:
1 i L3 (n+1)2
=
2. >k (i) = (Zﬁ) (Was bedeutet das anschaulich im Pascalschen Dreieck?)

2 2
3. Z;‘nzo (T]n) = (nT )
Aufgabe 9.8. Was passiert, wenn wir die Eintrédge im Pascalschen Dreieck folgendermafien

aufsummieren: Starte bei einer 1 links. Gehe immer einen Schritt nach rechts unten und einen
nach rechts und addiere diese Zahl dazu. Mache so weiter, bis das Dreieck durchquert wird.

Es ergeben sich die Fibonaccizahlen. Die sind so definiert: F(0) = F(1) =1, F(n+ 1) =
F(n)+ F(n—1). Die Folge der Fibonaccizahlen fangt also so an: 1,1,2,3,5,8,13,21,.... Zeige
3]

("F) = F(n+1).
k=0
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10 Bonusmaterial: Unendlichkeit

Es gibt zwei Dinge die unendlich sind: Das Universum und die menschliche Dumm-

heit - beim Universum ist man sich noch nicht ganz sicher.
Lukas Podolski

10.1 Endliche und unendliche Mengen

Jeder Mensch kommt verhdltnisméBig friih im Leben in Kontakt mit dem Begriff der Unend-
lichkeit: beim Zahlen namlich. Das schwer zu fassende Konzept, dass die natiirlichen Zahlen
“immer weiter” gehen, man also nie aufhéren kann zu zdhlen ist anfangs gew6hnungsbediirftig,
schliellich sind wir nur von endlichen Gréflen umgeben. Mit der Zeit gewohnt man sich aber
daran und akzeptiert es.

Eine wichtige Eigenschaft endlicher Mengen ist, dass es keine Bijektion auf eine echte Teil-
menge geben kann.

Satz 10.1. Seien n und m natirliche Zahlen mit n > m und betrachte die Mengen
N:={keN:k<n}={1,...,n} M:={keN:k<m}={1,...,m}

Dann gilt M C N und es gibt keine bijektive Abbildung f: N — M.

Beweis. Sei f : N — M surjektiv und wéhle fiir k¥ € M ein Urbild a; € N aus. Falls diese
nicht paarweise verschieden sind (d.h. ay # a; fiir k # 1), dann ist f keinesfalls injektiv. Nimm

also an, dass diese paarweise verschieden sind und betrachte N\{a1, ..., an}. Diese Menge ist
nicht leer, da n > m ist, sei also b € N\{a1,...,an}.

Wegen f(b) € M gilt f(b) = k fiir ein k < m, also folgt f(b) = f(ax), aber wegen b # ay, ist f
nicht injektiv. O

Der Beweis wirkt tautologisch, aber genau diese Eigenschaft von endlichen Mengen ist es,
die abhanden kommt, wenn man unendliche Mengen wie zum Beispiel die natiirlichen Zahlen
betrachtet: setze M :={n e N:n >4} ={5,6,7,...}.

Dann ist M C N, aber f : N — M gegeben durch f(n) = n + 4 ist eine Bijektion. Das kann
man natiirlich auch formal zeigen.

Beweis. Die Abbildung f ist injektiv, denn aus f(n) = f(m) folgt n +4 = m + 4 und daher
m = n. Aber f ist auch surjektiv, denn falls m € M, dann ist m > 4 und daher ist m —4 > 0,
alsom —4 € Nund f(m —4) = (m —4) + 4 = m. Daher ist (m — 4) ein Urbild von m unter

f. O

Aus genau demselben Grund gibt es auch eine Bijektion zwischen den Mengen N und Ny,
obwohl erstere eine echte Teilmenge von letzterer ist.

Mengen zwischen denen eine Bijektion existiert heifien auch gleichméchtig (Im Zeichen:
N = M, wenn N und M gleichméchtig sind). Die natiirlichen Zahlen sind also gleichméchtig
zu einer echten Teilmenge von sich. Diese Eigenschaft nahm der Mathematiker Dedekind als
definierende Eigenschaft der Unendlichkeit.
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Definition 10.2. Sei N eine Menge. Wenn es eine echte Teilmenge M C N und eine Bijektion
f: N — M gibt, dann hei3t N unendlich.

Eine alternative Definition ist die Folgende: eine Menge N heifit endlich, wenn sie entweder
leer ist oder es eine natiirliche Zahl n und eine Bijektion

f:N—=>{keN:kE<n}={1,...,n}

gibt. Alle Mengen, die nicht endlich sind heiflen unendlich.

Beide Definitionen sind gleichwertig, der Beweis erfordert allerdings ein etwas umstrittenes
Axiom der Mengenlehre, das Auswahlaxiom. Darauf wollen wir hier nicht ndher eingehen.

In den behandelten Beispielen war die echte Teilmenge, die betrachtet wurde, nur um endlich
viele Elemente kleiner als N. Dass dies nicht immer so sein muss, zeigen folgende Beispiele:
betrachte die Mengen

G ={2n:neN}={24,6,810,..} CN
und Q ={n’:neN}=1{1,4,9,16,25,...} CN

der geraden Zahlen bzw. der Quadratzahlen in N. Beide Mengen sind gleichméchtig zu N.

Beweis. Die Abbildungen f: N — G und g : N — @ gegeben durch
f(n)=2n bzw. g(n) =n?

sind Bijektionen. Ihre Umkehrabbildungen sind gegeben durch f~!(n) = 5 bzw. g (n) =
Vn. O

Mit diesem Verfahren kann man auch zeigen, dass die Menge der ganzen Zahlen Z zur Menge
der natiirlichen Zahlen N gleichmachtig ist.

Beweis. Nach Ubung ?? ist “gleichméchtig” zu sein transitiv, d.h. wenn X =Y und Y & Z,
dann gilt auch X = Z. Wegen N 2 Ny reicht es zu zeigen, dass gilt: Z = Nj. Betrachte dazu
folgende Abbildung:

>
FiZ N f(a:):{2x ,falls z > 0

—2x—1 , falls z < 0

Zunéchst zur Surjektivitit. Sei n € Ng beliebig. Falls n gerade ist, dann ist x := § eine ganze
Zahl mit = > 0, also folgt f(x) = 2z = n. Falls n ungerade ist, dann ist n + 1 gerade und wir
setzen x 1= —"T'H. Es folgt = < 0, also

1
A R

fla)=—2x—-1=2-

Zur Injektivitét: sind x,y € Z mit f(x) = f(y), so gibt es zwei Fille: ist f(x) gerade, dann
folgt = = @ = W _ y. Ist f(z) hingegen ungerade, dann ist nach obigem Argument

- 2
RN JESE N 7 S O
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Die Abbildung f aus dem Beweis kann man sich folgendermaflen bildlich vorstellen:

-3 -2 -1 01 2 3

5 3 1 0 2 4 6

Die negativen ganzen Zahlen werden auf die ungeraden Zahlen abgebildet, die positiven Zahlen
gehen auf die geraden Zahlen und die 0 geht auf die 0.

Und was ist mit der Menge der rationalen Zahlen, Q7 Sind das denn wenigstens “mehr”? Die
Antwort ist iiberraschenderweise nein: es gilt wieder Q = N.

Beweis. Zundchst halten wir fest, dass es reicht, Q% = {¢g € Q : ¢ > 0} = N zu zeigen,
denn Q = Q7 folgt dann wie oben. Es reicht sogar eine surjektive Abbildung f : N — Q%
anzugeben, denn nach Kapitel [5] kann diese durch Verkleinern der Definitionsmenge injektiv,
insgesamt also bijektiv gemacht werden und eine Bijektion zwischen Q% und einer echten
nicht endlichen Teilmenge der natiirlichen Zahlen reicht aus. Wie findet man diese surjektive
Abbildung f? Betrachte folgendes Bild:

L —> o

]
1/1 2/1 3/1 4/1

Das Bild ist so zu verstehen, dass die obere linke Ecke das Bild der Zahl 1 sein soll. Danach folgt
man den Pfeilen und erhélt so eine “Aufzéhlung” der positiven Briiche, also eine Abbildung
f N = Q. Diese ist surjektiv, da jeder Bruch in dem Bild vorkommt, aber natiirlich kommt
jeder Bruch sogar mehrfach vor, da auch ungekiirzte Schreibweisen auftauchen. O

Definition 10.3. Sei M eine unendliche Menge. Falls N 22 M| so heifit M abzihlbar. Dieser
Begriff leitet sich daraus her, dass eine bijektive Abbildung f : N — M eine Abz&hlung der
Elemente von M darstellt, man kann mit Hilfe dieser Abbildungen die Elemente von M also
der Reihe nach hinschreiben.

Zum Beispiel kann man fiir n € N folgende Schreibweise einfiihren: a,, := f(n). Dann ist
an € M fiir alle n € N und es gilt aufgrund der Bijektivitat von f:

M = {al,ag,ag,a4,a5,a6, .. }
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Aufgabe 10.1. Hilberts Hotel. Die folgende Ubung ist der interessante Vergleich von Hil-
bert zum Thema Unendlichkeit, der als “Hilberts Hotel” bekannt geworden ist. Dieses Hotel
ist ein fiktiver Ort, der N Zimmer hat, also fiir jede natiirliche Zahl ein Zimmer, mit anderen
Worten: unendlich viele. Stellen wir uns vor, dass alle Zimmer belegt sind, das Hotel also
restlos ausgebucht ist.

Trotzdem hat der Portier die Anweisung, alle neu ankommenden Géste unterzubringen ohne
bereits vorhandene Géste ausquartieren zu miissen. Umquartieren innerhalb des Hotels ist
ihm aber erlaubt. Wie kommt er mit folgenden Situationen klar?

a) Ein neuer Gast kommt an.

b) Es kommen n Géste an, wobei n € N eine natiirliche Zahl ist.

d

)
)
¢) Ein Grofiraumbus mit N Gésten kommt an.
) Es kommen n Grofiraumbusse an.

)

e) Eine Kolonne mit N Grofiraumbussen kommt an.

10.2 Uberabzihlbarkeit — noch mehr als N

Das Unendliche ist weit, vor allem gegen Ende.
Batman

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass N =2 Z = Q gilt. Da liegt doch die Vermutung
nahe, dass jede unendliche Menge gleichméachtig zu den natiirlichen Zahlen ist, also z.B. auch
die Menge R der reellen Zahlen. Dies ist aber falsch: zundchst werden wir ein Argument
erarbeiten, das zeigt, dass nicht automatisch je zwei unendliche Mengen bijektiv zueinander
sind und danach zeigen, dass es keine surjektive Abbildung f : N — R gibt, die reellen
Zahlen also tatséchlich méchtiger sind (man sagt: eine groBere Kardinalitét besitzen) als die
natiirlichen Zahlen.

Definition 10.4. Sei M eine beliebige Menge. Betrachte dazu die Menge aller Teilmengen
von M:
P(M):={AC M}.

Diese wird als Potenzmenge von M bezeichnet. Beispielsweise gilt:
P({a,b,c}) = {2, {a}, {b}. {c}, {a. b}, {a,c}, {b, e}, {a. b, c} }

Aufgabe 10.2. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Zeige: die Potenzmenge von M
hat 2™ Elemente.

Satz 10.5. Sei M eine beliebige Menge. Dann gibt es keine surjektive Abbildung
f:M—P(M).

Insbesondere gilt M % P(M).
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Beweis. Wieder ein Beweis durch Widerspruch. Angenommen f : M — P (M) wére surjektiv.
Betrachte dann folgende Menge

X={meM:mé¢f(m}CM

Da X C M gilt X € P(M). Wegen der Surjektivitdt von f gibt es also ein x € M mit
f(z) = X. Nun unterscheiden wir zwei Félle:

Fall 1: z € f(x). Da f(z) = X folgt nach Definition von X: x ¢ f(z). Widerspruch.

Fall 2: x ¢ f(z). Dann folgt aber x € X = f(x). Widerspruch.

Beide Fille fiihren also zu einem Widerspruch. Daher kann f nicht surjektiv sein, die Menge
X kann kein Urbild haben. 0

Der Beweis basiert auf einem Paradoxon, das auch bekannt ist als der “Barbier von Sevilla”: das
ist derjenige Mensch in dem Ort Sevilla, der alle Méanner rasiert, die sich nicht selbst rasieren.
Die Frage, ob er sich denn selbst rasiere fithrt auf einen dhnlichen unlésbaren Widerspruch.

Es folgt auch, dass es unendlich viele unendliche Mengen gibt, die alle untereinander nicht
gleichmaéchtig sind: starte mit einer unendlichen Menge M, dann ist

M % P(M)ZEP(PM))#...
Satz 10.6. Es gibt keine surjektive Abbildung f: N — R, d.h. N2 R.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass es keine surjektive Abbildung f : N — [0,1] ={z € R:0 <
x < 1} gibt, denn dann gibt es erst Recht keine Surjektion nach R. Sei dazu eine beliebige
Abbildung f : N — [0, 1] gegeben und schreibe zu n € N das Bild f(n) als Dezimalzahl

f(n) =0,an10n 200 300 4Gn 5006 - - - an; €4{0,1,...,9}
Die ersten Zahlen konnten beispielsweise so aussehen:

(1) = 0,4190318539...
(2) = 0,2901387503...
f(3) = 0,8091244112...
(4) = 0,9933187609. ..
(5) = 0,0290047014...

Definiere nun zu n € N die Ziffer b, := an, + 1 falls a,, # 9, sonst setze b, := 0. Dann
ist by, eine Ziffer zwischen 0 und 9, die man erhélt, indem man aus der Zahl f(n) die n-te
Nachkommastelle um 1 erhéht bzw. zu 0 macht, wenn dort eine 9 steht.

Daraus kann man nun eine Zahl x = 0, b1bab3bsbsbs . .. € [0, 1] konstruieren. Diese liegt nicht
im Bild von f! Denn sie unterscheidet sich an der ersten Nachkommastelle von f(1), an der
zweiten von f(2) usw. und an der n-ten Nachkommastelle von f(n).

Da diese Zahl x nicht im Bild von f liegt, ist f daher nicht surjektiv. Dieses Verfahren heifit
auch Diagonalverfahren nach Cantor. O
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Definition 10.7. Ist M eine unendliche Menge mit M % N, so heiit M tberabzéhlbar.
Der eben bewiesene Satz zeigt die Uberabzéhlbarkeit der reellen Zahlen.

Natiirlich gibt es Mengen, die méchtiger sind als die reellen Zahlen, z.B. P(R). An dieser Stelle
ist vor allem der Unterschied zwischen abzéhlbaren und {iberabzéhlbaren Mengen wichtig.
Insbesondere folgt, dass es keine Mdoglichkeit gibt, die reellen Zahlen aufzuzéhlen, was fiir die
rationalen Zahlen sehr wohl funktioniert.

Aufgabe 10.3. Betrachte die Menge
X ={A CN: A ist unendlich und abzahlbar}

Zeige: X ist iiberabzahlbar.

Was ist mit der Menge
Y ={A CN: A ist iiberabzahlbar}?

Aufgabe 10.4. Sei I eine beliebige Menge (mdglicherweise iiberabzihlbar) und sei f : I — R{
eine Abbildung. Betrachte
> f)

1€l

und nimm an, dass diese Summe konvergent ist. Zeige: dann ist

X={iel: f(i)#0}
abz&ahlbar oder endlich.
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