Wie bearbeitet man ein (Mathe-)Ubungsblatt?

(Prof. Dr. Manfred Lehn, Johannes Gutenberg-Universitéit, Mainz)

Ubungsaufgaben spielen in der Mathematik eine zentrale Rolle. Mathematik fingt iiberhaupt
erst da an, wo man Probleme 16st. Dazu muss man das Problem analysieren und damit
spielen, um es schlielich mit Phantasie und Sinn fiir Eleganz und Symmetrie zu lsen.
Ubungsaufgaben sind der natiirliche Weg, diese Fihigkeiten zu erwerben.

Betrachten Sie jede Ubungsaufgabe als ein intellektuelles Abenteuer. Je schwieriger die
Aufgabe, desto groBBer das Abenteuer. Man lernt Mathematik nicht aus Biichern oder
Vorlesungen, sondern nur durch Selbermachen. Genau dazu geben Thnen die Ubungen zu den
Vorlesungen, die Sie besuchen, Gelegenheit. Eine einzige selbstindig geldste Ubungsaufgabe
ersetzt zehn nachvollzogene Beispiele in einem Lehrbuch! Es gibt keinen anderen Weg,
Mathematik zu lernen. Losen Sie also Ubungsaufgaben.

Eignen Sie sich diesen Blickwinkel auf die Ubungsaufgaben an. Es geht nicht darum, dass Sie
sich auf die Abschlussklausur vorbereiten. Die Abschlussklausur soll umgekehrt priifen, ob
Sie gelernt haben, Probleme zu 16sen.

Unter den Ubungsaufgaben werden sicherlich auch einige sein, in denen der in der Vorlesung
behandelte Stoff oder besprochene Verfahren eingelibt werden. Hiiten Sie sich davor, nur
diese zu bearbeiten. Solche Aufgaben dienen nur zum Aufwérmen. Der eigentliche Lerneffekt
entsteht erst dann, wenn Sie Thren Verstand iiber das schon Bekannte ein wenig
hinausstrecken. Das ist wie im Sport. Ubungsaufgaben sind also insbesondere etwas vollig
anderes als Schulhausaufgaben. Abschreiben ist zwecklos.

Bearbeitungszeitraum oder Bearbeitungszeitpunkt?

In der Regel vergeht zwischen Ausgabe- und Abgabetermin eines Ubungsblatts eine Woche.
Das bedeutet, Sie haben eine Woche Zeit zum Nachdenken und Griibeln, Schmirgeln und
Feilen. Diese Zeit miissen Sie vom ersten Augenblick nutzen. Wenn etwa montags der
Ausgabe- und Abgabetermin ist und Sie am Samstag zum ersten Mal einen Blick auf das Blatt
werfen, so haben Sie fiinf volle Arbeitstage verschenkt.

Nur wenige Aufgaben sind so angelegt, dass sie einfach abgearbeitet werden konnen. Manche
Aufgaben wird man mechanisch l6sen konnen, etwa solche, die ein bestimmtes
Rechenverfahren einiiben sollen. Doch die meisten Aufgaben erwarten, dass Sie iiber die
Losung nachdenken. Sie konnen nicht erwarten, dass Sie den richtigen Einfall haben, sobald
Sie gerade einmal fiinf Minuten oder auch zehn Minuten aufs Blatt gestarrt haben. Viele Ideen
miissen im Unterbewusstsein géren und reifen, bevor sie als Losung ans Licht kommen. Sie
miissen auch in sonst verschenkten Minuten unter der Dusche oder in der Stralenbahn oder
beim Anstehen beim Bécker iiber die Aufgaben nachdenken, oder zumindest Threm
Unterbewusstsein die Moglichkeit dazu geben.

[Ich musste mir Fragen gefallen lassen, ob ich den letzten Satz wortlich meine. Nun: Ja und
Nein. Natiirlich kann und wird jeder neben der Mathematik noch andere private oder
Studieninteressen haben. Aber man kann Mathematik auch nicht nebenbei betreiben. Die
Mathematik ist eine sehr eifersiichtige Gottin. Das ist in jedem Falle eine personliche



Entscheidung. Aber es ist sicher eine falsche Strategie zu sagen: ich 16se Ubungsaufgaben nur
dienstags von 16 bis 18 Uhr.]

Das geht aber nur, wenn Sie die Aufgaben kennen. Das bedeutet: Beginnen Sie mit dem
Nachdenken tiber die Aufgaben in dem Augenblick oder in jedem Falle an dem Tag, an dem
Sie das Aufgabenblatt erhalten haben. Ersetzen Sie also den Zeitpunkt der Bearbeitung durch
einen Zeitraum, und zwar den maximal mdglichen. Schopfen Sie diesen Zeitraum voll aus:
auch und gerade wenn Sie etwa schon eine Losung haben, kann es lohnen, dariiber
nachzudenken, ob man diese Losung vereinfachen oder eleganter machen kann, oder ob es
noch eine ganz andere Losung gibt.

Es klingt banal zu bemerken, dass man nur Aufgaben 16sen kann, die man kennt. Sie kdnnen
nur dann im Stehen oder Liegen iiber eine Losung nachdenken, wenn Sie die Aufgabe
formulieren kdnnen, ohne aufs Blatt zu schauen. Wohlgemerkt, Sie sollen die Aufgaben nicht
auswendig lernen, sondern verstehen. Dazu miissen Sie iiber die Aufgabe bei der ersten
Lektiire mindestens so lange nachdenken, dass Sie die Aufgabenstellung in eigenen Worten
wiederholen konnen, d.h. Sie miissen die Aufgabe jederzeit einem Kommilitonen erkliren
konnen. Formulieren Sie also die Aufgabenstellung in eigenen Worten ohne Riickgriff auf das
Aufgabenblatt.

Versuchen Sie immer, alle Aufgaben zu bearbeiten und nicht nur die, die Thnen leicht fallen
oder die zufdllig am Anfang stehen. Der Lerneffekt ist umso grofler, je schwieriger die
Aufgabe ist und je langer Sie zur Losung gebraucht haben. Ein grofler Teil des Reizes des
Mathematikstudiums liegt in den Erfolgserlebnissen geloster Aufgaben.

Analyse der Aufgabenstellung

Es ist klar, dass wir uns als Erstes aller in der Aufgabenstellung verwendeten Begriffe
versichern miissen. Wiederholen Sie also gegebenenfalls die Definitionen aller
vorkommenden Begriffe. Sie miissen in jedem Falle sicherstellen, dass Sie mit diesen
Begriffen nicht nur verschwommene Vorstellungen verbinden, sondern préazise Definitionen.
Andererseits sind Begriffsdefinitionen allein hdufig noch hohl. Die Bedeutung eines Begriffs
wird erst durch die Menge aller Sétze gegeben, die iiber diesen Begriff gemacht werden.
Rufen Sie sich also die wesentlichen Eigenschaften der Begriffe in Erinnerung und in welcher
Beziehung sie zueinander stehen.

Die néchste Frage konnte sein: In welchen Sétzen kommen die Begriffe aus der
Ubungsaufgabe vor? Ist die Ubungsaufgabe zum Beispiel ein einfacher Spezialfall eines
schon bewiesenen Satzes aus der Vorlesung? Oder verallgemeinert die Ubungsaufgabe einen
Satz aus der Vorlesung?

Wenn in der Aufgabe ein allgemeiner Sachverhalt behauptet wird, machen Sie sich an
einfachen Beispielen (=Spezialfillen) klar, dass die Behauptung wirklich richtig ist, oder auch
nur, was denn eigentlich die Behauptung konkret sagt. Wenn man geniigend viele Beispiele
oder besser: die richtigen Beispiele kennt, so erkennt man héaufig auch, warum die
Behauptung richtig ist, d.h. findet einen Beweis dafiir.

Versuchen Sie, die Aufgabenstellung zu verbildlichen. Reelle Funktionen kann man zeichnen.
Wenn nach geometrischen Konfigurationen gefragt ist, malt man sich diese erst einmal auf.
Auch in rein mengentheoretischen Konstruktionen sind schematische Bilder niitzlich.



Uberlegen Sie, welche Beweismethoden in der Vorlesung im Zusammenhang mit den
Begriffen aus der Aufgabe vorkamen. Kann man diese Methoden fiir die Aufgabe verwenden?
Selten wird man von Thnen erwarten, dass Sie einen genialischen neuen Einfall haben. Trauen
Sie Threr Intuition. Fallen Thnen Situationen ein, an die Sie durch die Aufgabe erinnert
werden?

Ein anderer moglicher Trick ist, die zu beweisende Behauptung anzuzweifeln. Um sie zu
widerlegen, wiirde es geniigen, ein Gegenbeispiel zu konstruieren. Wenn sich eine
Behauptung gegen den Beweis striubt, versuchen Sie also ein Gegenbeispiel zu erfinden. Wir
wissen natlirlich, dass das nicht geht (es sei denn, die Aufgabenstellung ist falsch). Aber
entscheidend ist die Frage, warum es nicht geht. Wenn Sie also mit Raffinesse Thr
Gegenbeispiel autbauen, aber immer wieder von den Tatsachen eingeholt werden, wird
vielleicht allmdhlich eine Struktur deutlich, die zu einem Beweis fiihrt. Das ist sozusagen der
dialektische Zugang.

Versuchen Sie, auf vielen verschiedenen Wegen an die Losung heranzukommen.

Reden Sie iiber die Aufgaben!

Grundsatzlich gilt: Man soll moglichst viel iiber Mathematik reden. Reden hilft, die eigenen
Gedanken zu ordnen. Sie kénnen mit Thren Kommilitonen oder Ihrem Ubungsgruppenleiter
iber die Aufgabenstellung, Losungsansitze und die Losung reden.

In jedem Falle gilt, dass Sie vorher nachgedacht haben miissen, wenn das Gesprach nutzen
soll:

Sie konnen tliber die Aufgabenstellung, also Druckfehler, mathematische Fehler, Absicht der
Aufgabe, Prizisierung der Aufgabe usw. nur dann reden, wenn Sie genau genug gelesen
haben, um zu erkennen, ob die Aufgabe sinnvoll formuliert ist.

Ebenso ist es nur dann sinnvoll, iiber Losungsansitze zu reden, wenn Sie schon
Losungsansétze durchdacht haben, aber vielleicht in einer Sackgasse gelandet sind. Dann
konnen Sie solche Ansitze oder halbfertige Losungen mit Kommilitonen austauschen und
diskutieren. Andernfalls geht Ihnen das Aha-Erlebnis und damit der Zweck der Aufgabe
verloren.

Gruppenarbeit kann bei der Bearbeitung der Aufgaben sinnvoll sein, wenn das
Krifteverhéltnis ausgewogen und das Geben und Nehmen wechselseitig ist. Letztlich werden
Sie an Ihren eigenen Fahigkeiten gemessen. Insbesonder heif3t das nicht, dass Sie sich
Losungen erkldren lassen sollen. Das konnen Sie natiirlich tun, wenn Sie sich dariiber im
Klaren sind, dass mindestens die Hilfte des Ubungseffektes dabei verloren geht. Wenn Sie
schon eine Losung haben, kann es sehr lehrreich sein, die eigene Losung der Kritik anderer
auszusetzen oder zu sehen, wie andere dasselbe Problem angehen.

Aber: Bei allem Reden darf nie das konzentrierte Nachdenken allein zu kurz kommen.

Wenn Sie eine Losung gefunden zu haben glauben, sollten Sie auch in der Lage sein, diese
Losung einem anderen zu erkldaren. Wenn Thnen dabei die Worte fehlen oder wenn Sie dabei
in ein "Na ja, irgendwie so..." abrutschen, dann ist das ein Hinweis darauf, dass in Threm
Verstindnis noch eine kleine Liicke ist.



Der Moment des Aufschreibens

Der Augenblick der schriftlichen Fixierung ist ein kritischer Moment. Jetzt stellt sich heraus,
ob die im Geiste gefundene oder geahnte Losung sich wirklich hinschreiben lisst. Jede
richtige Losung ldsst sich auch in angemessener Weise niederschreiben. Wenn Sie
Schwierigkeiten haben, Ihre Gedanken geordnet aufs Papier zu bringen, dann liegt das daran,
dass Thre Gedanken noch nicht geniigend geordnet sind. Legen Sie die Feder wieder hin und
denken Sie noch ein wenig nach. Uberlassen Sie es auf keinen Fall dem Korrektor oder
Ubungsgruppenleiter, Ihre hingeworfenen Gedankenfetzen zu ordnen.

Es gibt bei schriftlichen Losungen zwei Extreme, die beide wenig zufriedenstellend sind. Das
eine Extrem ist eine reine Rechnung ohne argumentierenden oder kommentierenden Text.
Das andere Extrem ist der Roman, der um das Problem herumredet. Die Wahrheit liegt
irgendwo dazwischen.

Der eigentliche Gegenstand der Argumentation werden gewisse definierte Objekte sein,
logische oder mathematische Beziehungen zwischen diesen oder Rechnungen. Der Text hat
die Aufgabe, den logischen Stellenwert dieser mathematischen Bausteine zu kldren. Ein und
dieselbe mathematische Phrase, etwa "x<n", hat ganz verschiedene Bedeutungen je
nachdem, ob im Text vorher steht: "Wir kdnnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass

.." oder "Hieraus schliefen wir, dass ...." oder "angenommen, es gilt..." . Die Aufgabe des
umgangssprachlichen Textes ist es, die Bedeutung der Formelfragmente im
Gesamtzusammenhang festzulegen.

Eine Losung zu einer Aufgabe besteht aus einem umgangssprachlichen schriftlichen Text in
deutscher Sprache. Deutsch steht hier nicht im Gegensatz zu Englisch oder Russisch, sondern
im Gegensatz zu Mathsprech oder irgendeiner anderen korrumpierten Kommunikationsform.
Ihre Argumentation soll formaler Strenge geniigen, nicht die Sprache. Schreiben Sie gute
Prosa.

Ihr Text soll also aus ganzen Sitzen bestehen. Jeder Satz enthélt ein Subjekt und ein Pridikat.
Vermeiden Sie Ketten von logischen Symbolen. Vermeiden Sie aber auch umstiandliche
verbale Umschreibungen, wenn es dafiir eine konzise Symbolik gibt. Hier ist die Vorlesung
nicht immer Vorbild! Aber die Vorlesung ist eine im Wesentlichen miindliche Veranstaltung.
Textgestaltung an der Tafel hat andere Aufgaben als Textgestaltung auf dem Papier.

Jede richtige Losung lisst sich auch richtig ausdriicken.

Mit der Zeit werden Sie Ihren eigenen Stil entwickeln. Das gelingt nur, wenn Sie sich mit den
Aufgaben Miihe geben und Thre Losungen wirklich als Texte auffassen, auch wenn diese
natiirlich immer wieder durch Rechnungen unterbrochen sein werden. Ihre Losung muss auch
einem Leser verstindlich sein, der nur die Aufgabenstellung, aber nicht selbst die Losung
kennt. Noch einmal: Sie sollen nicht einen wissenden Leser durch obskure Hinweise davon
iiberzeugen, dass Sie selbst auch die Losung verstanden haben, sondern Sie sollen so
schreiben, dass ein unwissender Leser die Losung versteht.

Ihre Aufgaben miissen in einer lesbaren Handschrift geschrieben sein, Formeln und Symbole
sollten sorgfiltig und sauber ausgefiihrt sein. Wenn Sie es noch nicht kdnnen, lernen Sie die
griechische Schrift und die deutsche Frakturschrift nach Siitterlin. Auch in Formeln gibt es
grof3e und kleine Buchstaben. Symbole, die als Indizes oder Exponenten auftauchen, miissen
auch wirklich sichtbar unter oder tiber der Hauptlinie stehen; in der Regel sind sie etwas



kleiner. Klammern Sie so, dass man auf Anhieb sieht, welche Klammerpaare
zusammengehoren.

Wenn Sie einen guten Ubungsgruppenleiter haben, wird er auch bei richtigem Ergebnis nicht
einfach einen Haken platzieren, sondern rigoros lhren Stil korrigieren. Das erste Studienjahr
hat unter anderem die Aufgabe, IThnen Lesen und Schreiben beizubringen.

Geben Sie niemals die erste Version Ihrer Niederschrift ab. Fertigen Sie in jedem Falle
mindestens eine saubere Abschrift Threr Losungen an! Einen Text, in dem mehrfach
Korrekturen angebracht sind, in dem ganze Passagen durchgestrichen und neu gesetzt sind,
bei dem der Leser aufgefordert wird, Ergénzungen von der letzten Seite einzuschieben, sollte
man niemandem vorlegen. Lesen Sie Thren Text auch unter dem folgenden Gesichtspunkt
noch einmal durch: Uberzeugt die Argumentation des Textes Sie eigentlich selbst? Mal ganz
ehrlich? Wenn nicht, fangen Sie von vorn an. Das ganze ist ein harter, manchmal miihseliger
Vorgang. Aber der Stolz auf eine gleichermallen richtige wie schone Losung wird Sie
entschéddigen.

Vorrechnen an der Tafel

Kommunikation von Ergebnissen ist ein wichtiger Bestandteil von mathematischem Arbeiten.
Das gilt in gleicher Weise flir Mathematiker, die an den Universititen und Schulen in Lehre
und Forschung tétig sind, wie fiir die, die in der Industrie, in Versicherungen, bei Banken oder
Beratungsunternehmen in vielschichtig zusammengesetzten Arbeitsgruppen wirken. Einen
klaren, verstandlichen Vortrag halten zu konnen, ist also Ausbildungsziel.

Sie haben in den Ubungsgruppen und spiter in Seminaren Gelegenheit, den freien Vortrag zu
{iben. In den Ubungsgruppen fangen wir klein an. Also keine Bange. Wir erwarten aber, dass
jeder Student im Laufe eines Semesters wenigstens zweimal vorgerechnet hat. In dem Text
Wie halte ich einen Seminarvortrag? habe ich einige Tipps und Hinweise zusammengestellt,
wie man einen Seminarvortrag vorbereitet und an der Tafel hilt. Insbesondere der letzte Teil
dieses Textes gilt entsprechend auch fiir Ubungsgruppen. Ich erlaube mir deshalb hier die
Faulheit, einfach auf diesen Text zu verweisen.

Scheuen Sie sich nicht, an die Tafel zu gehen. Es wird Sie niemand fressen.



